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O Estado Solido: Descricdo Cristalografica e Calculos
sob Condicdes Peridédicas de Contorno

The Solid State: Crystallographic Description and Periodic Boundary
Condition Calculations

Victoria F. M. Calisto, Renata Diniz,>*~ Heitor A. De Abreu®*

The properties of solid-state systems are governed by chemical bonds and, mainly, by the intermolecular
interactions responsible for the stability of compounds. To understand the correlation between structure and
properties, theoretical calculations in solid-state systems are invaluable tools. In this context, knowledge
of the crystal system and its symmetry plays a crucial role in the initial step of such calculations. In
this work, we describe the fundamental concepts of crystalline solids, symmetry elements, unit cells,
density functional theory (DFT), and periodic boundary conditions. From a crystallographic standpoint,
the most symmetric unit cell is usually selected, regardless of its size, which can complicate theoretical
calculations. However, it is often possible to define a smaller unit cell that represents the same crystal
packing, thereby reducing computational cost. For this reason, a primitive unit cell is generally chosen
for theoretical calculation inputs, where translation is the only symmetry operation explicitly employed
to simulate periodic systems. By establishing a conceptual bridge between crystallographic symmetry and
periodic electronic-structure calculations, this work provides a didactic and integrative perspective that
facilitates the interpretation of solid-state properties. Such an approach supports practical applications
in areas such as semiconductor engineering, heterogeneous catalysis, energy storage, and the rational
design of metal-organic frameworks (MOFs), emphasizing the scientific and educational relevance of
combining experimental and theoretical methods in solid-state chemistry.

Keywords: Solid-state; symmetry; DFT calculations.

1. Introducao

1.1. Por que fazer calculos de estrutura eletrénica no estado sélido?

Por que sélidos aparentemente muito parecidos apresentam propriedades fisicas e quimicas
as vezes tdo distintas? Qual € a origem de tais discrepancias? Para responder a essas questdes,
vamos analisar algumas propriedades fisicas e quimicas de diferentes formas alotrépicas do
carbono. Por exemplo, grafita, diamante e fulereno sdo formas alotrépicas bastante conhecidas,
as quais exibem propriedades marcadamente diferentes. A Figura 1 apresenta as estruturas
cristalinas do carbono na forma de grafita (a), diamante (b) e fulereno Cg, (c).

A primeira vista, a diferenca mais evidente é a organizacio dos 4tomos de carbono em
cada estrutura. Na grafita e no fulereno, os 4tomos apresentam hibridizacio sp? enquanto no
diamante os atomos de carbono estao dispostos de forma tetraédrica, com hibridizagio sp*. Na
grafita, os dtomos de carbono se organizam em camadas paralelas, com ligacdes covalentes
fortes dentro da camada e interagdes fracas entre as camadas, regidas por interagdes de van der
Waals. No fulereno, tem-se uma estrutura fechada, semelhante a uma bola de futebol, composta
por hexdgonos e pentagonos. Por outro lado, no diamante, os 4tomos estdo dispostos em uma
rede tridimensional tetraédrica, formando um arranjo extremamente rigido.

Essa diferenga estrutural € a chave para entender por que tais formas apresentam
comportamentos tao distintos. O diamante € o material natural mais duro conhecido, devido

Figura 1. Estruturas cristalinas das formas alotrdpicas do carbono, (a)
grafita, (b) diamante e (c) fulereno Cy,
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as fortes ligagdes covalentes em todas as direcdes. E um
excelente isolante elétrico, pois ndo possui elétrons livres
para condugdo, € transparente e com alto indice de refracao,
por isso € muito utilizado em joalheria e aplicacdes Opticas.'
A grafita é macia e escorregadia, porque as camadas
podem deslizar facilmente umas sobre as outras. E um
6timo condutor elétrico, pois cada dtomo de carbono tem
um elétron deslocalizado (do orbital p), que se movimenta
livremente pelo plano. E um dos materiais utilizados em
lapis (uma mistura com argila), lubrificantes e eletrodos.? Ja
o fulereno possui uma estrutura molecular tnica, semelhante
auma gaiola fechada, apresenta propriedades interessantes
para nanotecnologia, medicina (como transportador de
farmacos) e materiais avancados.’

Igualmente, podemos citar o grafeno, formado por uma
unica camada de atomos de carbono organizados em uma
rede bidimensional (2D) de hexdgonos, semelhante a uma
“colmeia” plana. Ele pode ser visto como a unidade basica
de outras estruturas de carbono, tais como a prépria grafita,
nanotubos de carbono, os quais sdo obtidos “enrolando”
uma folha de carbono, e os fulerenos, que sdo criados a
partir do fechamento da folha em forma de uma esfera. O
grafeno apresenta propriedades extraordindrias, tornando-o
um material tinico em razdo de sua altissima condutividade
elétrica e térmica, € um material extremamente resistente e
leve, sendo cerca de 200 vezes mais resistente que o ago, e
muito flexivel.* Os valores de algumas propriedades fisicas e
quimicas de al6tropos do carbono estéo contidos na Tabela 1.

Fica claro que a mesma composi¢cdo quimica ndo
garante propriedades semelhantes, pois o que determina
as caracteristicas de um material € como os dtomos se
organizam e quais tipos de ligacdes quimicas formam.
Essa € uma ideia central da quimica estrutural e um
exemplo fascinante de como a natureza utiliza a mesma
“matéria-prima” para criar materiais com comportamentos
completamente diferentes.

No entanto, para compreender por que materiais
aparentemente semelhantes apresentam propriedades
tao distintas, ndo basta apenas observar a disposi¢cao dos
atomos, € essencial entender como os elétrons se comportam
dentro do sélido. E nesse ponto que os célculos de estrutura
eletronica no estado s6lido, baseados na mecanica quéntica,
se tornam uma ferramenta essencial para esse tipo de estudo.

Esses calculos consistem em resolver, de forma
aproximada, a equacdo de Schrodinger para um sistema
periddico, tal como um cristal, além disso sdo capazes de

descrever como os elétrons se distribuem no material, por
meio da descricdo de sua densidade eletronica, calcular
energias associadas a cada estado eletronico, utilizando a
andlise de estruturas de bandas, dentre outras propriedades.

2. Solido Cristalino

Compostos sélidos podem ser divididos em cristalinos
e amorfos. Os primeiros sdo aqueles que possuem
ordenamento a longo alcance, apresentando faces bem
definidas, em que o arranjo atdmico se mantém em uma
configuragdo peridédica. Em contrapartida, os ultimos néo
apresentam um arranjo ordenado em longas distancias,
mas sim apenas a curto alcance. A diferenca em relagio ao
ordenamento estrutural em sélidos cristalinos e em amorfos
¢ ilustrada pelo esquema da Figura 2.

Sélido Cristalino

Solido Amorfo

Figura 2. Diferenga em relag@o ao ordenamento em sélidos cristalinos
e amorfos

A silica (Si0,), por exemplo, pode se apresentar em sua
forma cristalina, como o quartzo, e em sua forma amorfa,
como o vidro, assim como € representado na Figura 3.

Quartzo

Figura 3. Formas sélidas da silica (SiO,):
cristalina - quartzo - e amorfa — vidro

Este artigo tem como foco o estudo de sélidos cristalinos,
que podem ser classificados de acordo com as espécies e
as ligacdes envolvidas na construgdo da rede cristalina.

Tabela 1. Propriedades fisicas e quimicas de algumas formas alotrépicas do carbono

Alétropo ) C(fndutividafie _ Condl}ti\‘fidade Dureza / GPa Médulo de Resistér‘lcia
Térmica / (W m! K') Elétrica Young / TPa Mecéanica
Grafeno 5000* Elevada 100* 1,0¢ Elevada
Grafita® 100-400? Média? 1-2% 0,001 Baixa
Nanotubo de carbono 3000° Elevada’ 60 - 1008 1,0-1,8 Elevada
Fulereno® 0,1 —-0,4>1 Elevada 15 - 4012 0,05 Média
Diamante 2000! Isolante'? 97 - 120! 1,213 Elevada
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Assim, existem solidos iOnicos, covalentes ou reticulares,
moleculares e metdlicos." Os i0nicos sdo formados
por cdtions e anions alternados, dispostos como um
empilhamento de esferas, onde a geometria serd aquela que
minimize a energia do sistema.'* O cloreto de sddio, NaCl,
é um exemplo de sé6lido idnico, o qual possui um arranjo
tridimensional com fons Cl* presentes nos vértices e nos
centros das faces de varios cubos empilhados, apresentando
buracos octaédricos ocupados pelos fons Na*.'* Além disso,
sabe-se que os fons presentes sdo atraidos por fortes forgas
eletrostaticas, o que proporciona dureza, rigidez e pontos
de fusdo e ebulicdo elevados.

Em contrapartida, os sélidos chamados covalentes ou
reticulares podem ser formados por dtomos e moléculas
por meio de ligagdes covalentes fortes.'* As caracteristicas
dos materiais reticulares envolvem a alta rigidez e pontos
de ebulicdo e fusdo elevados, decorrentes da alta energia
necessdria para a quebra de ligagdes covalentes. O diamante
é conhecido por sua dureza, proporcionada pelo arranjo
tetraédrico de dtomos de carbono sp* dispostos em toda
rede cristalina.

Por outro lado, os s6lidos moleculares possuem
moléculas estdveis que interagem entre si por meio de
forcas intermoleculares, como as moléculas de sacarose,
que interagem entre si por meio de ligagdes de hidrogénio.
Nesse caso, os arranjos cristalinos sdo variados, uma vez
que cada molécula possui uma forma diferente. Em geral,
sdo quebradicos e possuem pontos de ebulicdo e fusdo
relativamente baixos. A maioria dos s6lidos apresentam
caracteristicas tanto de covalentes quanto de moleculares.
Uma vez que apresentam as ligagdes covalentes fortes entre
os dtomos que dao origem as moléculas (neutras ou idnica)
e interag¢des intermoleculares mais fracas.

Por fim, sélidos metélicos sdo formados por &tomos que
interagem entre si pela presenca de elétrons livres. Dessa
maneira, a mobilidade dos elétrons fornece caracteristicas
como o brilho indicativo de metais, a maleabilidade, a
ductibilidade e a excelente capacidade condutiva térmica
e elétrica."

Em decorréncia do alto ordenamento, cristais podem
ser descritos de acordo com a simetria espacial presente
em cada estrutura, uma vez que o arranjo atdbmico em um
ponto € regularmente distribuido em todo o espago.'’ Dessa
forma, torna-se util classificar sélidos cristalinos em sete
sistemas, que sdo definidos de acordo com trés eixos de
referéncia, estabelecidos conforme magnitude e direcdo.'
Nessa descri¢do, utilizam-se seis parametros na definicio
do sistema cristalino que s@o trés vetores de rede a, b e
¢, e os angulos entre esses vetores, o, 3 € y. Ao aplicar a
simetria translacional, a repeticao da célula unitdria em trés
dimensdes origina todo o material cristalino, assim como
ilustrado na Figura 4.

Esses eixos formam a chamada célula unitaria, a unidade
de construcao estrutural, ou seja, a menor unidade de
repeti¢do de um sélido cristalino, abrangendo toda a simetria
do material." A rede cristalina € definida como um arranjo
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regular e infinito de pontos em que cada ponto apresenta
o mesmo ambiente, ou seja, simetria. Os locais de maior
simetria na rede sao definidos como pontos de rede. Para um
mesmo conjunto de pontos € possivel definir mais de uma
c€lula unitaria. Desta forma, em cristalografia, € padronizado
que a melhor célula unitdria de um cristal € a menor unidade
de repeti¢do delimitada por vetores coincidentes ou paralelos
a diregdo de simetria principal da rede.'®

As redes que contém apenas pontos nos vértices das
células unitdrias sdo chamadas de redes primitivas (P).
Devido a periodicidade dos sdlidos, cada vértice de uma
c€lula unitdria € também a origem da subsequente. Logo, em
um arranjo tridimensional, tem-se que cada vértice pertence
a 8 células unitdrias diferentes, ocupando 1/8 de cada uma.
Como as formas das células apresentam 8 vértices, cada
célula unitdria primitiva possui apenas 1 ponto de rede.

E possivel a construgio de células com dois pontos de
rede, que sdo as redes centradas e de corpo centrado. Nessas
redes, além dos vértices, hd pontos de rede no meio de uma
das faces (centrada face bc - A, na face ac - B ou na face
ab - C) ou no centro da célula unitaria (corpo centrado, I).
Finalizando, temos a rede do tipo face centrada (F) com
quatro pontos de rede, sendo um dos vértices e 0s outros
trés relativos a centrada em cada uma das trés faces.

Por convengdo, na cristalografia quando a simetria indica
uma rede de Bravais centrada, a escolha dos eixos € feita de
forma que o ponto de rede extra fique no centro da face ab,
ou seja, a rede serd do tipo C. Considerando essa definicio,
os solidos cristalinos podem pertencer a 14 formas de redes
regulares, denominadas de redes de Bravais. A Figura 5
ilustra, de forma esquematica, as 14 redes de Bravais e suas
configuracdes espaciais correspondentes. A tabela 2 apresenta
a relagdo entre os sistemas cristalinos existentes e as suas
correspondentes relagdes axiais, além das simetrias essenciais
e das redes de Bravais permitidas para cada sistema, em ordem
decrescente de simetria. Posto isso, sabe-se que a escolha
da célula unitdria € feita de maneira a selecionar aquela que
abrange a maior simetria do sistema.'

Dessa forma, observa-se que uma caracteristica essencial
na defini¢do de sdélidos cristalinos € o empilhamento de
células unitarias por meio de simetria translacional de

Figura 4. Representacdo da célula unitdria, evidenciando os eixos e
angulos cristalogréficos, assim como do sélido cristalino, formado por
deslocamentos translacionais da célula unitdria
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Tetragonal Primitiva (tP)

Tetragonal de Corpo Centrado (t/)

a a

Cubica de Corpo Centrado (c/) Cubica de Face Centrada (cF)

Figura 5. Redes de Bravais

longo alcance. Portanto, algumas configuracdes nao sdo
permitidas.”® A presenca de eixos de rotagdo 5, 7, 8 e em
diante, por exemplo, ndo sdo observadas, tendo em vista que
nao € possivel promover a periodicidade por meio dessas
operagdes de simetria.

A ordem de cada eixo € dada pelo nimero de rotagdes
equivalentes necessarias para completar 360°. Por meio de
uma tentativa de empilhar heptdgonos apenas por meio de
simetria translacional, sem a utiliza¢@o de rotagdes, inversdes
e reflexdes, como visto na Figura 6, é possivel notar que
existe a ocorréncia de espacos vazios, impossibilitando o
empilhamento das c€lulas unitarias. Portanto, esse sistema
ndo € considerado cristalino.

Figura 6. Organizagdo de heptdgonos regulares em uma rede
bidimensional
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2.1. Simetria pontual

Quando as operacdes de simetria sdo aplicadas nos
pontos de rede, ela € descrita como simetria pontual, cujo
objetivo final € o retorno do ponto a posicdo inicial. As
operagdes de simetria que podem ocorrer sdo as de rotacao,
reflexdo e inversdo. E importante salientar que todas as
operagdes podem atuar de forma individual ou combinadas.
Na descrigdo dessas operacgdes de simetria, pelo menos um
ponto da rede permanece invariante.

2.1.1. Eixos de rotacdo simples

Na operacdo de rotag@o simples hd um giro de X graus
em torno do eixo, em que a ordem de rotagdo, n, € dada
pela equacdo 1.

&)

Em um sélido cristalino, as rotagdes permitidas sdo
de ordem 1 (360°), 2 (180°), 3 (120°), 4 (90°) e 6 (60°). A
rotagdo de ordem 1 equivale a operacdo de identidade (E),
que todo grupo pontual e espacial possui. Para representar
essas operagdes de simetria pode-se utilizar a notagdo de
Schoenflies onde usa-se letras (C ou S) e nimeros (ordem de
rotagdo, n), e a notacao cristalografica que utiliza apenas os
numeros da ordem da rotagao (n). Por exemplo para o eixo
de rotacdo simples de ordem trés pode-se usar C; ou 3 para

Rev. Virtual Quim.
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Tabela 2. Sistemas cristalinos

Sistema Cristalino Relacdes Axiais

Simetria Essencial Rede de Bravais

Quatro eixos de rota¢do de 120°

Cubico a=b=c,a=p=y=90° . . P IeF
organizados tetraedricamente
Hexagonal a=b#c,a=0=90%y=120° Um eixo de rota¢do de 60° P
Tetragonal a=bzc,a=B=y=90° Um eixo de rotagdo de 90° Pel
. e a=b=c,o=B=you . - .
Trigonal ou romboédrico @=b e =B =900y = 120° Um eixo de rotag@o de 120 PouR
Ortorrdmbico aztbzc,o=B=y=90° Tre-s eixos de rotagdo de 180 ~ P,C/leF
perpendiculares e/ou planos de reflexdo
Monoclinico azbzc,o=90°, B =900,y =90° Um eixo de rotaao de 180° cfou PeC
um plano de reflexdo
Triclinico azbzc,o=90° B =90° y=90° Nao ha P
representar essa simetria. A Figura 7 inclui alguns exemplos
de eixos de rotagdo encontrados em moléculas isoladas. m
Quando o eixo € visto por cima, sua representagdo € dada - \H /O\H
como sendo um ponto tinico, assim como o visualizado nos H H
eixos C;, C, e C, da Figura 7. m

H }il cl 2-
Br\“‘il\p H” T >H H‘“N)\H Cl—zlbva

C,=180¢ C,=1200 C, =900 C; =602

Figura 7. Exemplos de eixos de rotagdo Cn aplicados em moléculas

Além disso, sabe-se que cada operacdo de simetria €
baseada em uma operagdo matematica e representada por
meio de uma matriz de transformacdo, que age sobre as
coordenadas (x, y, z) de um ponto no espago cristalino.
As coordenadas finais sdo representadas pela utilizacao de
apostrofo. A equacdo 2 representa a matriz de transformagao
para operagdes de rotagdo simples, em que o eixo de rotagio
é paralelo a direcio z.

i) (7)ol
afa) e(25) o

0 0 1

2.1.2. Planos de reflexdo

Na operacdo de reflexdo (m), o elemento de simetria
é um plano, que atua como um espelho, uma vez que os
objetos sao imagens especulares um do outro. Em moléculas
planas, hd a presenca de um plano de reflexdo no préprio
plano da molécula, assim como o exemplo da molécula de
dgua, evidenciado na Figura 8.

Quando o plano de reflexao € perpendicular ao eixo x,
o plano yz € refletido e a matriz de transformacio é dada
pela equag@o 3. Por outro lado, quando € paralelo a diagonal
do plano xy, a matriz de transformac@o € a da equagdo 4,
fazendo com que o plano xy seja refletido.

Vol. 17, No. 6, 2025

Figura 8. Exemplo da presenca de planos de reflexdo em uma molécula

de dgua
-1 0 0|[x] [x] [-=x
0 0 = =y 3)
0 0 1z [z] |z
0 ol[x] [x] [»
1 0 Ollyl=]|y|=|x (4)
00 1jz] [z] |

2.1.3. Centro de inversgo

Na operagdo de inversdo (i), as coordenadas de
determinado objeto sdo invertidas, sendo este disposto em
lados opostos e a mesma distancia. O elemento de simetria
— centro de inversdo — neste caso € representado por um
ponto. A molécula de etano possui um centro de inversao
em sua estrutura (Figura 9).

1H H4 H5

L\

6H H 3 H 2
\S

\
ZH/ e \H : 5H/ ’//HI4\H '

Figura 9. Exemplo da presenga de um centro de inversao em uma
molécula de etano

Logo, a matriz de transformacdo de uma operacdo de
inversdo € a multiplicag¢do de todos os eixos por -1, como
€ demonstrado pela equagdo 5.

-1 0 0| «x x' -Xx
0 -1 0 f|y|=|)|=|-y 5)
0 0 -1z z' -z
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2.1.4. Eixos de roto-inversdo

Por fim, a operacdo de roto-inversdo (n) consiste na
combinacdo de duas operacdes de simetria. Nesse caso, a
rotagdo € seguida da inversdo, portanto, para a obtengdo da
matriz de transformac@o final € realizada, em primeiro lugar,
a operacdo da matriz da rotacdo simples correspondente,
cujo resultado € submetido a matriz de inversdo. Como
exemplo, tém-se a presenca do eixo 3 presente na estrutura
da molécula do etano, o qual € detectado sob a ligagdo C-C
(Figura 10).

1H H4 HS

Figura 10. Exemplo da presenca de um eixo de roto-inversdo de ordem
3 em uma molécula de etano

Para a representacdo dos elementos de simetria em
uma célula unitaria, utiliza-se a simbologia apresentada
na Tabela 3.

Tabela 3. Simbologia das operagdes de simetria

Operacio de Elemento . .

Simetria de Simetria Simbologia

Rotacdo simples Eixo . A | . ‘

G G Cs Cs

Reflexdo Plano

Inversao Ponto 0]

Roto-inversio Eixo o A : n o
C; G Cy Ce

2.2. Simetria espacial

Com a periodicidade dos sélidos cristalinos, os
elementos de simetria de planos de reflexdo e de eixo de
rotagio podem ser associados 2 simetria de translagdo. E
possivel identificar 5 planos de reflexdo com translagdo,
denominados de planos de deslizamento, e 11 eixos de
rotagdo com translagdo (eixos helicoidais) em sé6lidos
cristalinos.

2.2.1. Planos de deslizamento

Planos de deslizamento s@o elementos de simetria que
associam as operacdes de reflexdo e de translagcdo. O nome
do elemento de simetria € referente a dire¢@o da translagdo
associada, exceto no plano d. As translagdes ocorrem tanto
nas diregdes dos eixos cristalograficos quanto nas diagonais
das células unitarias, sendo a translacdo correspondente a
metade do comprimento do vetor ou da diagonal. Nessa
operacdo de simetria, a translagdo ocorre sempre paralela ao
plano de reflexdo. Quando as translagdes ocorrem na diregao

940

dos vetores de rede, o nome do plano € igual ao do eixo
(a, b ou ¢) e quando ocorrem nas diagonais (tanto de face
quanto da célula) sdo denominados de planos . O plano d
é identificado com pouca frequéncia em sélidos cristalinos,

- ath .
e a translacdo ocorre em u ou o equivalente das outras
4

faces e diagonais. A Figura 11a ilustra a simetria do plano
de translagdo.

2.2.2. Eixos helicoidais

Os eixos helicoidais sdo elementos de simetria que
associam as operagdes de rotagdo com translacdo. Na
descricao cristalografica os eixos de rotagao sdo localizados
paralelos a algum vetor de rede (a, b ou c¢) da célula unitdaria,
e a translag@o varia de acordo com a ordem do eixo de
rotag@o e ocorre sempre na direcdo do proprio eixo. As
possibilidades de translag@o sdo descritas pela equagao 6.

n

t= (6)

3 |

1
p=1
Em que n € a ordem do eixo de rotacdo e p um nimero
inteiro. Por exemplo, para o eixo de rotacdo de ordem 4,
tém-se 3 tipos de eixos helicoidais. Para todos os trés eixos,
temos rotagdes de 90° e a diferenca entre eles ocorre nas
translagdes, sendo de 1/4, 1/2, (2/4) e 3/4 do médulo do
vetor paralelo ao eixo de rotacdo. As representagdes dos
eixos helicoidais sdo feitas pela ordem do eixo e o valor de
p subscrito. Assim, os eixos helicoidais de ordem 4 sdo: 4,,
4, e 4;. A Figura 11b mostra os objetos relacionados pela
simetria do eixo helicoidal 3,.
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reflexiio . ”
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Figura 11. Representagdo dos objetos relacionados pela simetria de (a)
plano de deslizamento e (b) do eixo helicoidal 3,
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2.3. Diregdes e planos cristalograficos

A partir da definicdo da célula unitdria, é possivel
determinar dire¢des e planos cristalograficos utilizando os
vetores de rede como sistema de referéncia. As diregdes sdo
definidas a partir da origem da célula unitdria e os pontos de
rede. Para a orientagdo dessas direcdes e planos utilizam-se
os indices de Miller, que sdo nimeros inteiros &, k e I. Essa
notacdo foi introduzida em 1839 pelo mineralogista William
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Hollowes Miller."” Eles sdo formados pelos reciprocos das
intersecgdes de um plano com os eixos da rede cristalina.'®
Ao aplicar a operagdo de simetria de translagdo em um
plano cristalino (hkl) tem-se um conjunto de planos
paralelos e equidistantes, que ¢ denominado de familia de
planos cristalinos (Figura 12). Indices de Miller negativos
sdo representados com uma barra acima do ndmero, por
exemplo h = -2 usa-se 2.

———eo o

010)

° °
(110)
. .
® . .
(120)
. ° .
(100)
. ° °

Figura 12. Representacio de familias de planos cristalinos

As familias de planos apresentam a mesma normal e,
portanto, podem ter uma representacdo simplificada pela
descri¢do da normal a cada familia. Essa representagdo
é denominada de espaco reciproco, em que cada ponto
desse espago representa uma familia de planos. Para a
identificacdo dos vetores e angulos da rede reciproca sio
utilizadas as mesmas letras da rede cristalina acrescidas
de um asterisco. Desta forma, a rede reciproca € definida
pelos vetores a*, b* e ¢* e pelos angulos a*, B* e y*. O
espaco reciproco € definido a partir da rede cristalografica
(espaco direto) e por isso os pardmetros de rede estdo
correlacionados pelas equacdes 7 a 9, onde V e V* sio,
respectivamente, os volumes das células unitarias no espaco
direto e no reciproco.

4= besena b= acsenf3 o abseny
V V 14 (7)
ol b seny

b ¢ sena b ac senf
a= =

* * *

14 14 14
sena’ = _r senfy’ = _r
abcsenfseny abcsenaseny
seny’ v v 8
=~ Sena = kg k¥ * *
abcsenasen abcsenf seny ®
* V*
Senﬂ = * g ok ok V * * Sen7/ = H ook Xk * £
a b c sena seny a b c sena senf3
V=abe V' =dbc WV =1 )
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Ao considerar dois conjuntos de planos (familias) em
arranjo bidimensional como mostrado na Figura 13a, com
distancias interplanares d1 e d2, € possivel construir a célula
unitdria no espago reciproco. A distancia interplanar (d)
estd correlacionada com os parametros de rede (a, b, ¢) e 0s
indices de Miller do plano (hkl), tanto no espago reciproco
quanto no espago real (equag@o 10). Primeiro, define-se a
direcdo normal a cada familia de planos (Figura 13b). Nessa
representacdo nao se tem informacao sobre as distancias
dI* e d2*, porém as distancias d e d* sdo inversamente
proporcionais (equagdo 11).

d,, =ha+kb+lc dy, =ha’ +kb" +ic’ (10)
» K

d =— 11

7 (In

onde K € uma constante.

Uma vez determinados os valores de d1* e d2*, definem-
se os médulos dos vetores na rede reciproca bidimensional
(Figura 13c). A Figura 14 mostra a relacdo entre as células
unitarias no espago direto e no espago reciproco para alguns
sistemas cristalinos.

(b) (c)

Figura 13. Construgao do espaco reciproco. (a) Representagdo de duas
familias de planos cristalinos, (b) as dire¢des normais as familias de
planos com a mesma origem da rede no espaco direto e (c) os vetores da
rede reciproca
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Figura 14. Representagio de redes cristalinas no espaco direto (acima)
e, respectivamente, no espago reciproco (abaixo)
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O conceito de espago reciproco e esfera de reflexao foi
proposto por P. P. Ewald em 1912" e € utilizado na andlise
dos resultados obtidos por difracio de raios X em cristais
para resolucdo estrutural, assim como em alguns tipos de
célculos quanticos de sistemas no estado sélido. Uma vez
definida a simetria da célula unitédria, ou seja, simetria
de rede (sistema + rede de Bravais), o préximo passo
é a determinacdo do grupo espacial do sélido. Existem
230 grupos espaciais distintos e sdo obtidos pela inclusdo
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de elementos de simetria no interior das células unitarias.?
Qualquer sélido cristalino serd descrito utilizando um dos
230 grupos espaciais.

Os elementos de simetria presentes no sélido sao centro
de inversao, eixos de rotacdo de ordens 2, 3, 4 e 6, e planos
de reflexdo (m), sendo que os eixos e planos podem ou
nao estar associados a simetria de translacdo. Desta forma,
tem-se 9 elementos de simetria sem translagdo e 16 com
translacdio. A Tabela 4 mostra os elementos de simetria
possiveis em cada sistema cristalino. Na verdade, a definicdo
do sistema cristalino € uma consequéncia das simetrias
presentes nos sélidos. Portanto, a presenca de cada elemento
ou conjunto de elementos de simetria fornece uma relagdo
axial especifica, indicando o sistema ao qual dada estrutura
cristalina pertence.

A associacdo entre a simetria de rede com os elementos
de simetria determina o grupo espacial do sé6lido cristalino.
Como a escolha dos vetores de rede ndo € unica, na
cristalografia definiu-se que a escolha padrio € a opcao de
maior simetria. Para qualquer conjunto de pontos de rede,
é possivel definir vetores que ddo origem a uma célula
primitiva, que serd a de menor volume. Porém, essa simetria
s6 € utilizada se ndo for observada outra de maior ordem.
Nas células mais simétricas a relacdo entre as espécies
que constituem o sélido € maior, e por isso o tratamento
dos dados de difracdo de raios X terd menos pardmetros
refindveis.

Tabela 4. Sistemas cristalinos e os elementos de simetria presentes em
cada um deles

Sistema Simetria®

Cristalino

Triclinico Inversio (1)

Monoclinico Eixo de rotacao de ordem 2, e planos de reflexdao
Ortorrombico Eixos de rotagdo de ordem 2, e planos de reflexao
Tetragonal Eixos de rotagdo de ordens 4 e 2, e planos de reflexao
Trigonal Eixos de rotacdo de ordem 3 e 2, e planos de reflexdo
Hexagonal Eixos de rotacdo de ordem 6 e 2, e planos de reflexdo
Cubico Eixos de rotacio de ordem 4, 3 e 2, e planos de reflexdo

*As rotacdes e planos podem ser individuais ou em associagio, assim como
os planos de deslizamento e eixos helicoidais e de roto-inversao de mesma
ordem dos eixos simples.

Para calculos tedricos de sistemas soélidos,
o mais adequado ¢ utilizar a menor célula unitdria,
independentemente da simetria. Desta forma, a melhor
escolha de vetores de rede do ponto de vista cristalografico
nem sempre serd a melhor para os célculos de condig¢des
periddicas de contorno. Nesses casos, uma alternativa &
utilizar a célula de Wigner-Seitz.?!

2.4. Célula de Wigner-Seitz

Os vértices da célula de Wigner-Seitz ndo sdo pontos
de rede do arranjo cristalino. Essas células apresentam
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apenas um ponto de rede que se encontra no centro da figura

geométrica (poliedro), e representam a primeira zona de

Brillouin.? As propriedades dessa célula sdo:

e Apresentam apenas um ponto de rede no centro do
poliedro;

e S@o células primitivas;

e Tém numero de faces determinado pelo niimero de
pontos de rede vizinhos e sua distribuicio no espago;

e Tém a simetria do sistema cristalino;

Para a construgdo da célula de Wigner-Seitz, deve-se,
inicialmente, escolher um ponto de rede e desenhar uma
reta em dire¢do aos pontos de rede vizinhos mais préximos
(Figura 15a). Em seguida, tragar normais a essas retas no
ponto médio (Figura 15b). A intersecdo entre essas normais
gera os vértices que formardo o poliedro, denominado de
regido ou poliedro de Dirichlet ou célula de Wigner-Seitz
(Figura 15c¢)."> A Figura 15d ilustra as duas representagdes
de células unitdrias.

>
R S

Células de Wigner-Seitz

(c) (d)

Células Cristalogrificas

Figura 15. Construcdo da célula de Wigner-Seitz: (a) escolha do ponto
de rede e desenho das linhas aos primeiros pontos de rede vizinhos,
(b) retas normais no ponto mediano das linhas definidas em a,

(c) a célula de Wigner-Seitz, (d) representac@o das células cristalografica
e de Wigner-Seitz para o mesmo conjunto de pontos de rede

Cabe ressaltar que essa representacio, para um mesmo
conjunto de pontos de rede, tem apenas uma tnica célula.”
As 14 redes de Bravais na representacdo de células
de Wigner-Seitz tornam-se 24. Isso ocorre quando se
consideram as diferencas relativas dos eixos cristalinos.

3. Estrutura Eletronica e Formalismos

A metodologia tedrica mais amplamente utilizada
para o estudo de sélidos e materiais em geral é a Teoria
do Funcional de Densidade (DFT, Density Functional
Theory),* devido a uma combinacgio de fatores tedricos
e praticos.

A DFT baseia-se nos teoremas de Hohenberg-Kohn,*
que mostram que todas as propriedades fundamentais de
um sistema eletronico podem ser descritas pela densidade
eletronica, a qual € uma funcio de 3 varidveis espaciais (X,
Y, ), ao invés da funcio de onda de N elétrons, que depende
de 3N variaveis. Isso reduz drasticamente a complexidade
do problema quantico a ser tratado.
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Um ponto importante a ser analisado na defini¢do da
metodologia a ser utilizada € o compromisso entre precisao e
custo computacional relacionados. Métodos quanticos mais
exatos, tais como CI, CCSD(T), sdo muito caros e inviaveis
para sistemas com centenas ou milhares de dtomos.?® A
DFT fornece resultados razoavelmente precisos (estruturas
eletronicas, energias de ligagdo, propriedades 6pticas,
magnéticas, mecanicas) a um custo computacional muito
menor, escalando de forma mais favoravel com o nimero
de elétrons. Isso a torna ideal para o tratamento de sélidos,
que exigem simulagdes periddicas com muitas particulas.

Existe também a questdo da implementacdo de cédigos
computacionais praticos e eficientes. Por exemplo, existem
c6digos robustos, tais como VASP,”” Quantum ESPRESSO,*
ABINIT,®* WIEN2k,*' que implementam a DFT com
condi¢des periddicas de contorno, pseudopotenciais, e
bases de ondas planas, otimizados para calculos em sélidos.
Essa variada gama de opgdes bem consolidadas facilita sua
aplicacdo em pesquisa na drea de materiais.

A versatilidade da DFT permite calcular uma ampla
gama de propriedades em soélidos e superficies, podemos
citar otimizagdo de estrutura cristalina e estabilidade
de fases, estrutura de bandas e densidade de estados,
propriedades magnéticas e dielétricas, energia de formagao,
reatividade, defeitos e estudar superficies. Isso cobre quase
todas as areas de interesse em ciéncia dos materiais, fisica da
matéria condensada e quimica do estado sélido. A Tabela 5
apresenta dados comparativos entre diferentes metodologias
tedricas e suas aplicabilidades no tratamento de sélidos.

3.1. Fundamentos da Mecanica Quantica em sistemas
periddicos

O estudo da estrutura eletronica no estado solido, assim
como em sistemas isolados, parte da formulagdo quantica do
problema de um sistema formado por elétrons e niicleos que
interagem mutuamente. Em principio, a descri¢do completa
desse sistema requer a solucio da equagdo de Schrodinger
independente do tempo, considerando simultaneamente o
movimento dos elétrons e dos nicleos.

No entanto, devido a grande diferenga de massa entre
elétrons e nicleos (os nicleos sdo muito mais pesados
e se movem muito mais lentamente), € possivel adotar a
aproximacdo de Born-Oppenheimer, na qual se supde que
os elétrons ajustam instantaneamente seu estado quantico a

posi¢do quase fixa dos nicleos. Essa aproximagao permite
separar o movimento eletronico do movimento nuclear,
tratando os nucleos como estaticos na resolucdo inicial da
equacado eletrdnica.

Assim, a equagdo de Schrodinger para todos os elétrons
e nicleos que compdem o sistema pode ser escrita na forma
da equacdo 12,

ﬁ‘{”(”n“"”NaRla“‘sRM)zE\P(’?"":”N’Rla"',RM) (12)

Na qual H € o operador Hamiltoniano total, ¥ é a fungdo
de onda e r, representa as coordenadas dos N elétrons do
sistema e R, representa as coordenadas dos M ntcleos.

Considerando a aproximagdo de Born-Oppenheimer
(nucleos-fixos), a equagao eletrdnica correspondente assume
a forma dada na equacgdo 13.

V? Z

R N N , N
Y Y i

7.

i=1 i=1 A=1 i<j |F;

! (13)
—r]

Nessa equacgdo, N representa os elétrons, M os nticleos,
ri as coordenadas eletronicas, RA as coordenadas nucleares
e ZA o niimero atdmico. O primeiro termo corresponde a
energia cinética dos elétrons, o segundo ao termo de atracio
elétron-nicleo e o terceiro a repulsio elétron-elétron.

A fung¢do de onda ¥ depende de 3N coordenadas
espaciais e uma de spin, 0 que a torna impraticavel para
sistemas reais com dezenas ou centenas de elétrons.
Meétodos que utilizam a fun¢@o de onda, tais como Hartree-
Fock ou CI, podem tratar moléculas pequenas, mas falham
para sélidos.

Embora a fungdo de onda seja invidvel para ser aplicada
em sistemas grandes, muitas propriedades podem ser
descritas pela densidade eletrdnica (p(r)) do sistema,
equacio 14.

p(r):N”‘I—’(r,rz,-u,rN)rdrzmdrN (14)

Por sua vez, a densidade eletronica depende de apenas
trés varidveis espaciais e contém informacao suficiente para
descrever a energia e a estrutura do estado fundamental do
sistema.

Foi em 1964 que Pierre Hohenberg e Walter Kohn
desenvolveram os teoremas fundamentais que estabeleceram
a forma moderna da DFT.* Estes teoremas legitimam

Tabela 5. Comparacio entre métodos tedricos quanto a sua aplicagdo para slidos

Método Precisao Custo Computacional Aplicabilidade a Sélidos
N L -
Hartree-Fock (HF)” Moderada Escalfl .em N* (caro Limitada; ra.ramer.lt,e Psado para sélidos
para sélidos grandes) periddicos
Meétodos p6s-HF (CI, . Muito alto; invidvel Pouco aplicavel; apenas moléculas
2% Muito alta P
CCSD(T)) para sélidos pequenas
Tight-Binding™ Baixa a moderada Muito l3a.1xo; eficiente  Boa para sélidos 51mples;Ap(.)uc0 precisa
para sélidos grandes em detalhes eletronicos
DET* Alta; depende do Moderado (N?%); vidvel Excelente; amplamente usada para
funcional utilizado para grandes sistemas solidos periddicos
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entdo o uso da densidade eletrénica como varidvel bdsica
no tratamento de um sistema de N particulas sujeitas a
influéncia de um potencial externo. No caso de moléculas
e solidos, este potencial externo € usualmente gerado pela
presenca dos nucleos.

Em seu artigo “Inhomogeneous Electron Gas
Hohenberg e Kohn provaram dois teoremas centrais que
mudaram a forma como abordamos sistemas quanticos de
muitos elétrons. O primeiro teorema estabelece que para
um sistema de muitos elétrons em um potencial externo
v,,(r), o estado fundamental € unicamente determinado
pela densidade eletronica do sistema, ou seja v,,(r) <> p(7).

Dessa forma, a densidade eletronica contém toda a
informacdo do sistema, e a fungcdo de onda que depende
de 3N varidveis espaciais € substituida pela densidade
eletronica, que por sua vez depende de apenas 3 varidveis.

O segundo teorema prova a existéncia de um principio
variacional da densidade, mostrando que existe um funcional
universal da densidade F[p] tal que a energia total pode ser
escrita de acordo com a equagdo 15:

25

Elp]=F[p]+Iv,, (r)p(r)dr (15)

em que F[p] € o functional universal da densidade, o qual
possui duas parcelas, como pode ser visto na equagdo 16.

Flpl=T[p]+Ulr] (16)

Naequagdo 16 otermo 7[p] representa a energia cinética
dos elétrons e o termo U[p] representa a energia de interacdo
elétron-elétron.

Ainda, o segundo teorema prova que a densidade
eletronica exata do estado fundamental do sistema p,(r) €
aquela que minimiza o funcional de energia, equacio 17.

E,=minE|p] (17)

De forma suscinta, o 1° teorema garante que a densidade
eletronica determina todo o sistema, € o 2° fornece um
principio variacional, ou seja, pode-se buscar a densidade
eletronica correta minimizando um funcional.

Uma limitagdo que surge € que a forma exata de F[p]
nao é conhecida o que levou Kohn e Sham em 1965
a introduzirem um sistema auxiliar de particulas ndo
interagentes (sistema ficticio), que apresente a mesma p(r)
do sistema real, para separar o termo cinético conhecido
e concentrar toda a dificuldade na parte conhecida como
funcional de troca-correlacido E,[p], de acordo com a
equagdo 18.%

Flp]=T,[p]+E,[p]+E.[F] (18)
£,[)=5 ] % (19)
E [p]=(T[p)-T.[p])+(Ulp]-Eulp])  2O)
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Na equacdo 18 T[p] € a energia cinética dos elétrons
ndo interagentes, E,,[p] € a energia de Hartree, uma repulsao
Coulombiana (equacgao 19), e E, [p] € o funcional de troca
e correlagdo, o qual contém a corre¢@o da energia cinética
(diferenga Tp] — Ti[p]) e a parte ndo classica da interagdo
elétron-elétron (troca + correlagdo, segundo termo da
equacio 20).

Dessa forma, a energia total na DFT de Kohn-Sham
toma a forma descrita na equagao 21.

E[p]=T [p]+E,[p]+E. [p]+]v., (r)p(r) @D

O funcional E, [p] d4 origem a um potencial efetivo
v,(r), equagdo 22, o qual entra nas equagdes de Kohn-Sham
e concentra toda a fisica que ndo € trivialmente tratada.

v, (r) ~2E:le] (22)
Sp(r)

Dessa forma, a equacgio de Kohn-Sham toma a forma da
equacdo 23, e a densidade eletronica € reconstruida a partir
dos orbitais de Kohn-Sham, equagdo 24, em que f; sdo os
nimeros de ocupagdo e ¢; sdo os orbitais de Kohn-Sham,
isto &, fungdes de uma particula que resolvem as equagdes
diferenciais de Kohn-Sham. O conjunto de orbitais {¢,} ndo
tem, individualmente, significado fisico direto, porém, a
densidade eletronica reconstruida deles € fisica e observavel.

{_%vz o (r)+v, (r)+v, (r)}q)i (F)=,(r) 23)
p(r)= Zf o, (r)[ 24)

3.1.1. Funcionais de troca e correlacdo

Como a forma exata de E[p] € desconhecida, recorre-
se a aproximagdes sistemadticas, a denominada metafora
da “escada de Jacé” introduzida por Perdew e Schmidt:
LDA - GGA — meta-GGA — hibridos, cada qual
usando mais informacdo local/semilocal e/ou troca exata
para melhorar a descri¢éo do sistema.*® Nessa escada cada
degrau corresponde a uma classe de funcionais de troca
e correlagdo com maior sofisticagdo e, em geral, maior
custo computacional, aproximando-se do “céu da exatiddo
quimica”.

Cabe observar, contudo, que os funcionais hibridos
ndo constituem uma evolugdo puramente ab initio dos
funcionais meta-GGA, uma vez que envolvem a mistura
explicita de uma fragdo da troca exata de Hartree-Fock, o
que lhes confere um cardter semiempirico.’’ Assim, embora
posicionados como um degrau superior na metiafora da
escada, devido a melhoria sistemdtica em propriedades
de sistemas moleculares e sélidos, seu fundamento
tedrico difere daquele das classes anteriores, baseadas em
aproximacgdes locais ou semilocais a densidade.
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3.1.1.1. LDA (Local Density Approximation — Aproximagdo
da Densidade Local)

Esta aproximacao trata cada ponto da densidade
eletrdnica como se fosse parte de um gas de elétrons
homogéneo. E, portanto, adequada a ser aplicada quando a
densidade eletrdnica do sistema varia lentamente no espaco.
Esses funcionais costumam superestimar energias de
ligagdo, subestimar distancias de ligagdes e volumes de rede
em comparagdo ao experimental. Entretanto, funcionam
bem para metais e sistemas onde a densidade eletronica é
relativamente uniforme, mas apresentam dificuldades na
descricao de sistemas moleculares, superficies e s6lidos em
que hd forte localizacio eletronica.*®

3.1.1.2. GGA (Generalized Gradient Approximation —
Aproximacgdo do Gradiente Generalizado)

Os funcionais do tipo GGA levam em conta ndo apenas
a densidade eletrdnica local, mas também o seu gradiente
espacial, tornando-os sensiveis a regides onde a densidade
varia significativamente. Estes funcionais corrigem a
tendéncia dos LDA em subestimar as distancias de ligagdo,
produzindo geometrias moleculares e constantes de rede
geralmente mais préximas do experimento. A descricao de
ligagdes covalentes e interagdes quimicas mais sutis sdo
tratadas de forma mais precisa, porém falham na descricio
de band gap de energia em sélidos e eventualmente podem
falhar na descricao de interacdes de van der Waals. 404!

3.1.1.3. Meta-GGA

Esta categoria de funcionais, meta-GGA, utiliza, além
da densidade e do gradiente, a densidade de energia cinética
orbital, que permite distinguir diferentes tipos de ligagdes,
por exemplo, regides de ligacdes covalente, {ons isolados
ou sistemas homogéneos. Eles apresentam melhor precisdo
na descri¢do de propriedades estruturais e energias de
ligagdo em comparagao com os funcionais GGA. Também
sdo capazes de distinguir regimes de ligacdo fraca, forte ou
dissociada, algo em que os funcionais GGA também ndo
sdo eficientes. Entretanto, continuam subestimando band
gaps eletrdnicos, embora em menor grau.*

3.1.1.4. Hibridos

Os funcionais hibridos misturam uma fracio do termo
exato de troca de Hartree-Fock com o funcional semilocal
(GGA ou meta-GGA). Essa combinagao reduz o erro de auto
interacdo tipico das aproximagdes puramente semilocais.
Estes funcionais reproduzem de forma mais fidedigna os
band gaps de energia, melhoram a descricdo de estados
localizados, por exemplo elétrons d e f, e usualmente
sdo mais precisos para a obtencdo de barreiras de reagdo
e energias de excitacdo. O seu custo computacional &
significativamente maior, especialmente quando tratando
s6lidos periddicos.##

Em resumo, apesar de ndo conhecermos a forma exata
do funcional de troca-correlacio, as diferentes geracdes de
aproximacdes oferecem um equilibrio entre precisio, custo

Vol. 17, No. 6, 2025

e generalidade, e a escolha deve ser feita considerando o
sistema em estudo.

3.2. Teorema de Bloch

O comportamento eletronico em soélidos cristalinos €
fortemente determinado pela periodicidade do potencial
criado pelos nicleos e pelos elétrons de valéncia. Essa
periodicidade deriva diretamente da estrutura cristalina,
caracterizada pela rede de Bravais, definida por trés vetores
primitivos a,, a, e a,. Qualquer ponto equivalente em
diferentes células do cristal pode ser obtido por um vetor
de rede direta (equagdo 25),

R =na, +n,a, +n,a, (25)

em que n,, n, € ny sS40 nimeros inteiros.

De modo andlogo, € possivel definir uma rede reciproca,
cujos vetores primitivos b, b, e b,, satisfacam a relagdo de
ortogonalidade (equagio 26),

a, b, =278, (26)

de forma que qualquer vetor reciproco possa ser escrito
como (equagdo 27):

G=hb, + kb2 + Ib, (27)
com h, k e [ inteiros. O conjunto de vetores G define o espaco
reciproco, no qual as propriedades eletronicas de sélidos

periddicos sdo convenientemente representadas.

3.3. Uso de ondas planas em calculos de estrutura
eletrénica de solidos

O estudo da estrutura eletronica de sélidos exige uma
representacdo matematica adequada para a obtengdo das
funcdes de onda dos elétrons. Uma escolha natural e
amplamente adotada nesse tipo de cdlculo € o uso de ondas
planas como fungdes de base.

A motivagdo central estd baseada no teorema de
Bloch, que afirma que em um potencial periédico, os
estados eletronicos podem ser escritos como o produto
de uma onda plana e uma fun¢do com a periodicidade
da rede cristalina.* Essa propriedade torna as ondas
planas particularmente convenientes para sélidos, ja que
incorporam naturalmente a simetria translacional do cristal
e permitem trabalhar diretamente no espago reciproco.
A Figura 16 apresenta uma ilustracdo esquematica
representando uma onda circular, como aquelas que
surgem ao atirarmos uma pedra em um lago, e um conjunto
de ondas planas.

O teorema de Bloch € um resultado fundamental da
mecanica quantica em potenciais periddicos. Ele estabelece
que, para um elétron em um cristal ideal, onde o potencial
externo satisfaz a periodicidade da rede (equacéo 28):
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@

Ondas circulares

ZAVAVAVAY

Ondas planas

Figura 16. Representagdo de duas formas de onda, ondas circulares e
planas

V(r + R) = V(r), Re {vetores da rededireta} (28)

as solucdes da equagdo de Schrodinger de uma particula
(equagdo 29),

n B’
Hl//(r):[—ﬁvz—i-V(r)} y/(r):E(//(r) (29)
podem ser escritas como de acordo com a equacio 30:

W (r)=¢""u, (r) (30)

em que k € o vetor de Bloch, definido no espago reciproco,
e pertence a primeira zona de Brillouin, u,,(r) € uma funcio
com a mesma periodicidade da rede cristalina (equacao 31):

i, (r+R)=u, (r) (31

o indice n € o indice da banda, pois, para cada k, existem
vérios estados possiveis.

Como as solugdes diferem apenas por uma fase em
translagdes da rede, todos os estados eletronicos podem
ser rotulados por um vetor k dentro da primeira zona
de Brillouin. O indice de banda n surge porque, para
cada Kk, existe uma gama de solucdes discretas. Isso leva
naturalmente a estrutura de bandas eletronicas. A funcio
periddica pode ser expandida em série de Fourier usando
vetores da rede reciproca G (equagio 32):

U,y (") = zcn,mceim (32)
G

Assim, a onda completa toma a forma como descrita
na equacao 33:

Wnk (I") = ch,k-ﬁ—Gei(kJrG)‘r (33)
G

Que é exatamente a forma usada em calculos com bases
de ondas planas.

O teorema de Bloch mostra que os elétrons em um cristal
ndo podem ser descritos por ondas livres, mas sim por ondas
moduladas pela periodicidade do cristal. Essa modulacio
gera zonas de energia permitidas e proibidas, que sdo as
bandas e os gaps de energia.

A Figura 17 apresenta um modelo idealizado de
estrutura de bandas, apresentando também o seu band gap.
No diagrama de estrutura de bandas usualmente o valor
0 de energia é apresentado como o nivel de Fermi, isso
porque comumente faz-se o deslocamento desse valor de
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energia para o zero, por padrido. Abaixo do nivel de Fermi
encontram-se as bandas de valéncia (curvas laranja e verde),
e acima deste nivel estdo as bandas de condugdo (curvas
azul e amarela).

E possivel observar também uma pequena seta indicando
o band gap de energia, que nesse caso € um band gap direto,
ou seja, ocorre em um mesmo ponto de alta simetria, caso
contrério, ele seria denominado de band gap indireto, na
qual o caminho de menor energia entre bandas de valéncia
e transicao ocorreria entre diferentes pontos de alta simetria,
por exemplo, de R para M.

154

104

gap direto

Energia (unid. arb.)

-10 S B

-15

k (caminho de alta simetria)

Figura 17. Estrutura de bandas idealizada

3.4. Zona de Brillouin

Ao estudar sélidos cristalinos, a analise da estrutura
eletrdnica se torna mais simples quando utilizamos o
conceito de espago reciproco, o qual € definido a partir da
rede cristalina direta (no espago real) e permite descrever
de forma natural as propriedades de ondas que se propagam
em meios periddicos, como € o caso dos elétrons em um
potencial cristalino.

Dentro do espago reciproco, surge o conceito
fundamental de zona de Brillouin.*® A primeira zona de
Brillouin € definida como a célula de Wigner-Seitz da rede
reciproca, isto €, a regido ao redor da origem formada por
todos os pontos que estdo mais préximos do ponto G =
0 (lembrando que G sdo os vetores da rede reciproca) do
que de qualquer outro vetor de rede reciproca. Em termos
praticos, ela representa o dominio fundamental em que todos
os vetores de onda k podem ser escolhidos de forma tnica
para descrever os estados eletronicos do cristal.

Esse conceito estd diretamente ligado ao teorema de
Bloch, o qual mostra que as fungdes de onda em um cristal
podem ser rotuladas por um vetor de Bloch k. Como o
espaco reciproco € periddico, bastaria considerar um tnico
“bloco” desse espago, a primeira zona de Brillouin, para
obter toda a informag@o independente sobre a estrutura
eletronica. Assim, propriedades como as bandas de energia,
as superficies de Fermi e a densidade de estados sdo sempre
estudadas dentro da primeira zona de Brillouin.

Do ponto de vista geométrico, a zona de Brillouin pode
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assumir diferentes formas dependendo da simetria cristalina:
um intervalo em uma rede unidimensional, um poligono
em duas dimensdes ou um poliedro convexo em trés
dimensdes. Essas regides refletem diretamente a simetria
do cristal e servem como o cendrio natural para o célculo
e a interpretacdo das propriedades eletronicas dos sélidos.

3.5. Estrutura de bandas

Em um sdélido cristalino, os elétrons se movem sob a
acdo de um potencial periddico criado pelos fons da rede.
De acordo com o teorema de Bloch os estados eletronicos
podem ser escritos de acordo com a equagdo 27. A energia
associada a cada estado € En(k). Assim, para cada valor
de k existem multiplos estados permitidos (bandas), que
variam continuamente com k. O gréfico de En(k) ao longo
de caminhos de alta simetria na zona de Brillouin € o que
chamamos de estrutura de bandas.

Qual € a origem fisica das bandas? Nos dtomos
isolados, os elétrons ocupam niveis discretos de energia
(1s, 2s, 2p, etc.). Quando os dtomos se organizam em uma
rede periddica as interagdes entre os orbitais atdmicos de
diferentes dtomos fazem com que esses niveis se dividam
em muitos estados préximos. Como o nimero de dtomos
em um cristal é enorme (da ordem do nimero de Avogadro),
os niveis se tornam tao préximos que formam bandas quase
continuas de energia (Figura 18). Essas bandas representam
as regides de energia permitidas para os elétrons. Entre
elas podem existir lacunas de energia (band gaps), que
correspondem a energias proibidas.*#

Atomo isolado Poucos atomos Muitos atomos N, atomos

Figura 18. Representagdo esquemdtica da formagao de bandas de
energia, partindo do 4tomo isolado até um sistema com niimero de
atomos muito elevado, da ordem do nimero de Avogadro (N,)

A Figura 19 apresenta diagramas esquemadticos de
estruturas de bandas para trés classes de materiais: isolante,
semicondutor e condutor (metalico). As bandas de valéncia
estdo apresentadas em laranja, enquanto as bandas de
conducdo estdo em azul, e a linha tracejada indica o nivel de
Fermi (E,), que separa os estados ocupados dos desocupados
em temperatura préxima do 0 K.

Para o isolante, a estrutura de bandas mostra uma
separagdo entre as bandas de valéncia e conducdo, e
apresenta um gap que € denominado direto, ou seja, o topo
da banda de valéncia (VBM, valence band maximum) esta
localizado no mesmo ponto de alta simetria daquele onde
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Figura 19. Representacdes de diagramas de estruturas de bandas para
trés classes de materiais: isolantes, semicondutores e condutores

ocorre o fundo da banda de conducio (CBM, conduction
band minimum), esse ponto de alta simetria € o ponto gama
(I'). E amagnitude desse band gap € elevada, como pode ser
observada qualitativamente comparando os trés diagramas.*
Esse gap grande torna extremamente improvavel a excitagdo
térmica de elétrons para a banda de condugdo, mesmo em
temperaturas elevadas. Assim, ndo hd portadores de carga
livre disponiveis, resultando em condutividade elétrica
desprezivel. Materiais como diamante ou 6xidos i6nicos
sdo exemplos tipicos de isolantes.>!

O semicondutor também apresenta uma separagao clara
entre a banda de valéncia e a banda de condugdo. O VBM
estd localizado em um ponto de simetria diferente daquele
onde ocorre o CBM. Esse desalinhamento caracteriza o
chamado gap indireto. Nesse caso, a excitagdo de um elétron
da banda de valéncia para a banda de condugdo requer nao
apenas a energia correspondente ao gap, mas também uma
variacdo de momento cristalino. Essa variagdo sé pode ser
fornecida por uma interagdo com a rede cristalina, isto &,
com a emissdo ou absor¢do de um fonon.* Do ponto de
vista pratico, semicondutores com gap indireto, tal como
o silicio) sdo menos eficientes em processos opticos de
emissdo de luz, mas sdo excelentes para eletronica, ja que
o controle do gap permite aplicagdes em dispositivos como
transistores, células solares e detectores.”> B importante
destacar que tanto isolantes quanto semicondutores podem
apresentar band gaps diretos ou indiretos; o que distingue
esses materiais nao € a natureza do gap, mas sim a amplitude
da separacdo energética entre as bandas de valéncia e de
conducio.

Para o condutor, observa-se que a banda de condugdo
cruza o nivel de Fermi. Isso significa que, mesmo em
temperaturas muito baixas, existem estados eletrdnicos
disponiveis muito préximos em energia, alguns ocupados,
outros vazios. Essa caracteristica garante que elétrons podem
ser excitados com uma quantidade minima de energia,
permitindo a existéncia de elétrons livres de conducio.™
E essa disponibilidade imediata de estados que confere
aos metais sua alta condutividade elétrica. Além disso, a
presenca de bandas parcialmente preenchidas explica por
que metais ndo apresentam gap eletrdnico, pois nao existe
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separagdo entre as bandas de valéncia e de condugdo, mas
sim uma sobreposi¢ao ou continuidade entre elas.*

4. Conclusoes

Conceitos fundamentais da cristalografia, tais como
elementos e operagdes de simetria, célula unitdria, espaco
reciproco, redes de Bravais e zonas de Brillouin, sdo
apresentados e discutidos. Também ¢ abordada a Teoria do
Funcional de Densidade (DFT) e sua aplicacio em célculos
de estrutura eletrdnica em sistemas peri6dicos, isto €, s6lidos
cristalinos. Sao destacados desenvolvimentos tedricos e,
sempre que possivel, suas descri¢des fenomenoldgicas,
de modo a evidenciar tanto o potencial quanto os desafios
dessa metodologia.

Cabe destacar que se trata de uma drea multi e
interdisciplinar, que integra a fisica e quimica do estado
solido, a cristalografia e metodologias oriundas da mecanica
quantica. Por essa razdo, ainda € um campo relativamente
pouco explorado, sobretudo por quimicos. Esse material,
portanto, tem como objetivo disseminar e esclarecer
conceitos que frequentemente se apresentam de forma
nebulosa para aqueles que pretendem iniciar seus estudos
nesse dominio.

Os conceitos e métodos discutidos ao longo do trabalho,
desde a descricdo da simetria cristalina e das condigdes
periddicas de contorno até a andlise de bandas de energia
pela Teoria do Funcional da Densidade, fornecem a
base tedrica para diversas aplicagdes praticas em ciéncia
e engenharia de materiais. A compreensdo detalhada
da relacdo entre estrutura e propriedades eletrdnicas ¢
essencial, por exemplo, para o desenvolvimento de novos
semicondutores, catalisadores e compostos porosos do tipo
redes metalorganicas (MOFs — Metal-Organic Frameworks),
bem como para a interpretacio de dados experimentais de
difracdo. Assim, o presente estudo contribui ndo apenas
como um texto de carater didatico, mas também como um
referencial conceitual aplicdavel ao planejamento e a andlise
de experimentos em quimica do estado sélido.

Dessa maneira, esperamos alcancar o maior nimero
possivel de leitores, apresentando o conteido da forma
didatica e representativa, contribuindo para a popularizagdo
e valorizacdo de uma drea da ciéncia extremamente rica e
com enorme potencial de aplica¢do em diversas frentes de
pesquisa.
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