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Fundamentos da Teoria do Funcional de Densidade
(DFT): Uma Revisao Histoérica e Conceitual

Fundamentals of Density Functional Theory (DFT): A Historical and
Conceptual Review

Hélio A. Duarte*<

The Density Functional Theory (DFT) has established itself as one of the most powerful and widely used
approaches in physics and chemistry for studying the electronic structure of complex systems — including
molecules, solids, catalysts, and advanced materials. This article revisits the historical and conceptual
foundations of DFT, tracing its evolution from early electron gas models to the modern formulation based
on the Hohenberg—Kohn theorems and the Kohn—Sham equations. The relationships between classical
chemical concepts such as electronegativity, hardness, and reactivity, and their formal grounding within
the DFT framework, are discussed. The main advances in the development of exchange—correlation
functionals are also presented, from the local Dirac—Slater model to contemporary hybrid functionals.
Finally, the text addresses the intrinsic limitations of the theory, such as the self-interaction problem,
while highlighting its enormous interpretative power and the importance of theoretical knowledge for
the critical analysis of computational results.
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1. Introducao

A Teoria do Funcional da Densidade (do inglés Density Functional Theory, DFT) &
amplamente aplicada no estudo de sistemas complexos, como materiais, catilise, fotodinamica
e espectroscopia, desempenhando um papel central no avanco cientifico e tecnolégico em
diversas areas da fisica e da quimica. Frequentemente escolhida como a primeira opgio para
calculos de estrutura eletronica, a DFT ainda € alvo de interpretagdes equivocadas — tanto em
seus aspectos histéricos quanto conceituais. Esses mal-entendidos sdo, por vezes, repetidos
em palestras e até mesmo em publicagdes cientificas, apesar do processo de revisdo por pares.

A tabela 1 apresenta a linha do tempo do desenvolvimento da DFT que néo € exaustiva mas
contém alguns marcos histéricos importantes. As férmulas serdo discutidas ao longo do texto.

Apenas 3 anos apés a descoberta do elétron por Thompson, Drude' propunha o modelo de
gas de elétrons para descrever os metais. Os metais sdo sistemas com alta condutividade elétrica,
portanto € razodvel pensar que os elétrons estdo relativamente livres para se deslocarem de
um extremo ao outro de um fio elétrico, por exemplo. A teoria cinética dos gases foi aplicada
para descrever o metal como um gas de elétrons. Neste modelo simples, o gds é composto
apenas por um tipo de particula carregada - os elétrons —, cuja carga elétrica € compensada
pelas particulas muito mais pesadas — os ntcleos, considerados iméveis, mantendo o sistema
eletricamente neutro. Os elétrons sdo considerados como as tnicas particulas que se movem
em linhas retas, sem influéncia de forcas externas, a ndo ser aquelas instantaneas desenvolvidas
durante a colisdo. Lembrando que a densidade de elétrons, p, € dada por p = N/V (onde N &
o niimero de elétrons de um sistema e V € o volume), pode-se obter o valor da densidade de
elétrons no metal a partir dos dados da densidade mdssica dos sé6lidos. Para Drude, o sistema é
homogéneo e a densidade de elétrons uniforme em um metal. O volume de uma esfera ocupado
por um elétron em um gas de elétrons € um conceito fundamental, onde o raio desta esfera, r,,
¢ chamado de raio da esfera de Wigner-Seitz, dado pela equacéo:
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O leitor pode achar que seja um modelo muito simplificado para oferecer resultados
minimamente consistentes. No entanto, modelos simples servem para definir os fundamentos
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Tabela 1. Linha do tempo do desenvolvimento da Teoria do Funcional de Densidade

Ano Autores Principais Descricao
1897 Thompson Descoberta do elétron
1900 Drude Descri¢ao do metal como gés de elétrons
1927 Sommerfeld Inclusdo da distribuicio de Fermi-Dirac
Energia cinética como funcional da densidade
1934 Thomas, Fermi, Dirac eletromﬁc a
Toc(p?)
Potencial de troca como funcional da densidade
1951 Slater eletronica
v, % P
Surge 0 método Xo. como aproximagio do
método Hartree-Fock
1964 Hohenberg ¢ Kohn Teoremas de Hohenberg e Kohn sdo propostos
E=E[p]
Equacdes Kohn-Sham
1
1965 Kohn e Sham [_Evz R +v”ju/‘ ey
Formulacéo de busca restrita da DFT
1979 Levy T4+p

ol p]=min{v,

5

1983-1986  Langrethm, Levy, Perdew, Becke

Aproximacao do Gradiente Generalizado
V.=V [ o2 Vp]

1989 Becke e Roussel

Primeira proposta de funcional meta-GGA
ve=v][p.Vp,Vp|

1993 Becke

Primeiro Funcional hibrido incluindo o termo
de troca exato de Hartree-Fock

e obter propriedades, tendéncias e limites, quando o sistema
é por demais complexo ou desconhecido (como na época
de Drude).

A distribuicio de Maxwell-Boltzman foi utilizada,
assumindo que as particulas seguiam um comportamento
classico semelhante ao de um gés ideal. Com o advento
da mecanica quantica, compreendeu-se que as particulas
com nimero de spin inteiro (b6sons) seguem a distribuicio
de Bose-Einstein, enquanto aquelas com nimero de spin
fraciondrio (férmions) seguem a distribui¢do de Fermi-
Dirac, equagao (2).

1({ m !
fm(v)=;[g) exp(E—E, )/ kT +1]

@)

Onde m e T correspondem a massa da particula e a
temperatura absoluta (em K). E e E, sdo a energia do estado
eletronico e a energia de Fermi, também considerado como

. _ . h c
potencial quimico, respectivamente. 7 = Py onde h € a

constante de Planck (6,626 x 103 Js) ek, éig constante de
Boltzmann (1,380x1072 J K1)

Sommerfeld substituiu a distribuicdo de Maxwell-
Boltzman da velocidade das particulas pela de distribuicio
de Fermi-Dirac. A figura 1 mostra a comparacdo entre a
distribui¢do de Maxwell-Boltzman e de Fermi-Dirac.

Foi um avango importante na época e resolveu algumas
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anomalias observadas para o modelo de Drude em relagdo
as propriedades, como condugio elétrica e térmica. E
interessante observar como modelos simples permitem
fazer estimativas proximas da mesma ordem de grandeza
dos valores experimentais.

A\

Maxwell-Boltzmann
0,8

— Fermi-Dirac

Distribuicéo

0,2

Energia (eV) E

Figura 1. Distribui¢do de Maxwell-Boltzman e Fermi-Dirac

Se imaginarmos um gés de elétrons confinado em uma
caixa ctibica de aresta L, como o exemplo da particula numa
caixa, e se impusermos condicdes de limite periddicos,
teremos nesta caixa apenas a energia cinética, sem energia
potencial de atragdo ou de repulsdo. Este modelo simples
leva as solugdes descritas pela equacdo (3):
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‘Vi(?):\/?e' 3)

As fung¢des de onda, vy, (F) sdo ondas planas
normalizadas, onde 7 € o vetor das coordenadas no espago
real e k é chamado de vetor de onda. . X

Se aplicarmos o operador energia cinética T = ——V?,
temos o seguinte resultado: 2m

gia:mgﬁﬂ-gffyxaﬁzhiz *

2m

Observe que ﬁ € o vetor de onda, logo temos valores
nas diregdes k,,k, ek..

As solugdes analiticas para este modelo nos permitem
estudar sistemas eletronicos em diferentes aspectos. Em
um sistema eletronico com N elétrons, de acordo com o
principio de exclusdo de Pauli que prediz que cada estado
eletronico pode ser ocupado por apenas 2 elétrons, um com
spin alfa e outro beta, o dltimo nivel ocupado, € chamado
de nivel de Fermi e denominaremos por:

F@J:if ®)

onde k, ¢ o vetor de onda de Fermi.

A partir da densidade de estados eletronicos possiveis,
podemos, apds alguma dlgebra, demonstrar que o médulo
de k » pode ser estimado pela equagio:

1

ke =(37°p) (©6)

A equagdo (6) € de fundamental importancia para a DFT
e vai estar presente em todo desenvolvimento de funcionais
de troca e correlagdo. Entretanto, em um sistema quimico
de muitos elétrons, a gensidade eletrOnica nao € constante:
p = p(F).Ouseja, k, (F) formauma superficie de Fermi,
muito evocada em estudos de supercondutividade. Para
um gds de elétrons a densidade € constante e a superficie
de Fermi serd uma esfera. A superficie de Fermi fornece
importantes informagdes sobre a estrutura eletronica de
solidos e suas propriedades condutoras.>?

A energia cinética total de um sistema € obtida pela
soma dos niveis de energia até o nivel de Fermi, utilizando
a equacgdo (4). Assumindo que L € grande e, com isso, os
valores de k sdo enormes, podemos aproximar como um
continuo e estimar a densidade de pontos k como uma
funcao continua. Utilizando a equagao (6) que associa o EF
com p, podemos, ap6s alguma dlgebra* chegar na seguinte
equacao:

2
(Ty=C, fp(r)3 dr ondeC, = 3k (3 ) (7N
Este C, € o funcional da densidade eletronica para a
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energia cinética obtida a partir dos resultados de um gas
homogéneo de elétrons.

Observe que o conceito de funcional da densidade €
explicitado nesta equacio. E preciso ter a funcio toda p(r)
para se obter o valor da energia cinética. Matematicamente,
escrevemos 1" = T[p] indicando que a energia cinética T
depende de toda a fung@o densidade p.

Matematicamente estd errado expressar 7 = T [ p(F )J,
pois isso ndo € funcional. Essa forma de escrever implica que
o valor de p( ) foi avaliado no ponto ¥, e o valor encontra-
do foi usado para avaliar a energia cinética naquele ponto.

A equagdo (7) é frequentemente evocada no desenvolvi-
mento de métodos aproximados da DFT, como por exemplo
em técnicas de “embedding” em que a densidade eletronica
é congelada em torno de uma regido onde se deseja realizar
célculos de estrutura eletronica mais precisos ou no método
chamado “orbital — free — DFT”>¢

Dirac’ em 1930, utilizou as solu¢des do modelo de um
gas homogéneo de elétrons, equagdo (3) para obter uma
simplificacdo da expressdo da energia de troca do método
de Hartree-Fock.® A equacio (8) mostra a expressio para o
funcional da densidade da energia de troca, E, = [p].

E[p]=—C.Ip(7 )3fondeC i(3j3 ®)

4

O modelo de Thomas-Fermi-Dirac® utiliza todos estes
conceitos para escrever a energia total de um sistema
eletrébnico como:

E[p]=C.[p(F )3dr +Ip(F)v,, (F)dr + )f 'di—C, [p(F ) @ (9)
Uma proposta variacional sujeita a restricdo de

[ p(7)dF = N, onde N é o niimero de elétrons do sistema,
pode ser formulada conforme a equagdo (10).

5{ETFD [,D]

A partir deste modelo, varios resultados foram obtidos
de forma bastante interessange, como a energia total dos
atomos ser proporcional a z*. No entanto, este modelo
além de dificil implementacdo computacional, pois todo
o calculo deve ser realizado de forma numérica (ndo ha
solu¢do analitica), foi incapaz de descrever a estrutura
de camadas dos dtomos e ndo conseguiu prever a ligagao
molecular.

Slater'® em 1951, analisou o termo de troca do método
de Hartree-Fock® O termo de troca é uma funcio nio
local, e para cada estado eletronico ¢, um potencial de
troca diferente € obtido a partir dos outros {¢;} estados
eletronicos ocupados. Ele verificou ser possivel determinar
um potencial médio sentido por todos os elétrons e este
termo estd relacionado ao fato do movimento dos elétrons
de mesmo spin ser correlacionado. Por isso este termo €
negativo e atenua o fato do termo de Coulomb superestimar
a repulsdo eletronica. Slater demonstrou existir em torno

ul[lp(F)di-N1} =0 (10)
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de um elétron uma probabilidade nula de se encontrar um
outro elétron de mesmo spin, chamado de buraco de Fermi.
Esta probabilidade integra para o valor de -1. O diametro
do buraco de Fermi para o modelo de gis homogéneo de
elétrons € da ordem de r, (equacdo 1).

Slater foi além, utilizou-se das solu¢des do modelo de
gés de elétrons, equagdo (3), para descrever o termo de troca
como um funcional da densidade eletronica, semelhante ao
realizado para a energia cinética. A equagdo (11) descreve
o potencial de troca, v,[p], obtido.

v.[p]=~C.[p(7)} dF onde C, :%(3)3 (11)

/a

Se utilizarmos E,[p]derivado por Dirac (equacio 8) para
estimar o potencial de troca, iremos obter uma expressao
semelhante:

1

oy 1 3

w2 oy onde e <(2] a2
op T

A diferenca na constante levou ao surgimento do método

Xou nos anos de 1950, muito popular na érea de fisica. O

3
valor de o adicionada na constante C, :%a(i] define
z

se o potencial de Slater ou de Dirac esta sendo utilizado.
Neste periodo, a tecnologia computacional estava ainda
longe de alcangar os niveis que temos hoje, e geralmente
as equacdes tinham que ser muito simplificadas para
permitirem realizar algum célculo computacional.

2. Teoremas de Hohenberg e Kohn

Hohenberg e Kohn'' em seu estudo intitulado “Gés
de elétrons ndo homogéneo™ investigou o modelo de
Thomas-Fermi para um gas de densidade quase constante.
Eles propuseram dois teoremas que sio os pilares da DFT
moderna e concluiram que a formulaco mais promissora
da teoria de Thomas-Fermi € obtida pela soma parcial da
expansdo do gradiente. Embora ndo tenham apresentado
nenhum calculo ou resultado numérico, eles escreveram
que o trabalho iluminou o problema do gas de elétrons ndo
homogéneo.

Figure 2. Walter Kohn foi laureado com o prémio Nobel de quimica em 1998
(Fonte: https://www.nobelprize.org/prizes/chemistry/1998/kohn/facts)
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1° Teorema de Hohenberg e Kohn

Devemos questionar se € realmente razodvel utilizar a
densidade eletronica, p (7‘ ), para descrever um sistema de
muitos elétrons, afinal, ja sabemos da mecanica quantica que
o sistema de muitos elétrons € governado pela funcdo de
onda antissimétrica complexa como fun¢@o das coordenadas
espaciais e de spin de cada elétron do sistema:

V= lP(Xla Aas zs -+ o5 XN) (13)

onde Y, consiste nas coordenadas espaciais (x,, y;, z;) € de
spin (o ou B).

O aspecto fundamental para se compreender o teorema
é perceber que um sistema eletronico (uma molécula
por exemplo), € definido pelo nimero de elétrons e pelo
potencial externo em que os elétrons estdo submetidos.
No caso de uma molécula, a carga dos nucleos definida
pelo nimero atdmico Z e a sua respectiva posi¢ado, define o
potencial externo, v,,,, € 0o nimero de elétrons, N. O potencial
externo pode ser também um campo magnético ou elétrico
em que o seu sistema estd submetido, o potencial gerado por
um solvente polar ao redor de uma molécula, etc.

O 1° teorema demonstra que o potencial externo, v,,,, €
um funcional dnico da densidade eletronica, além de uma
constante aditiva trivial, para um sistema eletrdnico nao
degenerado. A demonstrag@o do teorema foi simplesmente
baseada no reduction ad absurdum, e sugerimos ao leitor
alguns artigos de revisdo em que detalham esta dedugdo.®'?
Os autores salientaram que esta dedug@o vale apenas para
sistemas nao degenerados.

Hohenberg e Kohn buscavam demonstrar que €&
legitimo utilizar a densidade eletrdnica para descrever um
sistema, inclusive para expressar sua energia total, mesmo
sem se conhecer a forma exata dessa dependéncia. Eles
discordavam da ideia de empregar a densidade eletronica
apenas como uma aproximagdo destinada a contornar a
dificuldade de obter a complexa fun¢do de onda ¥

Se por um lado, o potencial externo pode ser expresso
como um funcional da densidade eletrdnica, o que se deseja
é o problema inverso. Dado um potencial externo, qual € a
densidade eletronica do sistema. Chamamos a atencdo do
leitor para a resolugdo cristalografica de cristais. O que se
mede, de forma simplificada, € a densidade eletronica, e
apos o refinamento obtém-se a estrutura molecular, ou seja,
o potencial externo. Alguém poderia perguntar se durante o
refinamento matematico que € realizado com a coleta dos
dados de difrag@o, seria possivel chegar em uma estrutura
diferente. Ou seja, € possivel ter duas estruturas moleculares
diferentes que gerem o mesmo padrdo de difracdo? A
resposta € ndo, devido ao 1° teorema de Hohenberg e Kohn,
que diz que o potencial externo é¢ um funcional tnico da
densidade eletronica.

O problema inverso parece ser bem mais complicado.
Como obter a densidade eletronica a partir de um dado
potencial externo? Geralmente, procuramos por uma
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aproximagdo e utilizamos cdlculos variacionais para
aproxima-la da densidade verdadeira. Podemos ento refazer
esta pergunta da seguinte forma: Se a densidade eletronica
de um sistema € perturbada, como a energia total do sistema
serd perturbada.

22 Teorema de Hohenberg-Kohn

De acordo com a equagdo de Schroedinger, a energia
total pode ser descrita como

E, [Y]= ‘P—%v% Y ) +1p(F)v,, (F)dr (14)

|"1_"2|

O subscrito v,,, € para deixar claro que a ¥ € exata para
este potencial externo. O 2° termo da equagdo (14) serd
igual para qualquer sistema que tenha o mesmo nimero de
elétrons e foi chamado de funcional universal (Fyy).

1

|"1 _"z|

Fulp]= l{f—%vu ¥ (15)

Seja um segundo sistema com o mesmo nimero de
elétrons, mas com o potencial externo Vv',,,, cuja funcio de
onda exata € dada por ¥’. Entdo a fungdo de onda 'V’ sera
uma aproximacao da fungdo exata V.

Evocando o principio variacional da mecanica quantica,
podemos escrever que

E, [p=FlpT+1p'(F)ve, (F)dF 2 B, [p]= F[p]+p(F)v., (F)dF (16)

Imagine que temos duas moléculas isoeletrénicas CO e
N,. Ambas tém 10 elétrons e o que as diferencia € o potencial
externo devido a carga dos nicleos. Os autores foram
sagazes ao impor que a densidade aproximada deveria ser a
fungio de onda exata de um outro potencial externo v',,,. Na
nota de rodapé os autores deixaram claro que eles nao podem
provar se qualquer funcio arbitrdria positiva para descrever
p’, e que satisfaca a condicdo [p(F)dF = N, possa ser
utilizada para descrever algum potencial externo v,,,.

Esta questdo € de fundamental importancia, pois, se o
principio variacional para a DFT estava estabelecido, gerar
uma funcdo aproximada com alguns parametros arbitrarios
que possam ser variados de forma a minimizar a energia nao
é trivial como possa parecer.

No caso do método Hartree-Fock, a proposta foi
fazer uma combinacdo linear de orbitais atdmicos, cujos
coeficientes sdo obtidos por meio de um método de célculo
variacional sujeito as condi¢des de normalizagao.

Mas no caso da DFT, como estabelecido aqui por
Hohenberg e Kohn, algo semelhante ndo pode ser feito
para p’. E preciso garantir que p’ represente o quadrado da
funcdo de onda antissimétrica do sistema eletronico ainda
que esta seja aproximada.

Ficamos na divida se Kohn, quando escreveu o artigo,
percebeu que ele tinha tocado no cerne do problema (ainda
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ndo resolvido) da v, -representabilidade da densidade
eletronica. Nao ha divida de que a dificuldade em se obter
resultados razodveis com o modelo de Thomas-Fermi
estd, em parte, em garantir que a funcido aproximada
da densidade seja v,,, -representdvel (ou, simplesmente,
v-representavel).

O problema da N-representabilidade € mais facil de
ser satisfeita, pois uma funcdo continua, bem-comportada,
que desapareca no infinito e que satisfaca a condigdo
) p(F)dr = N, ¢, geralmente, suficiente.

Um ano mais tarde, em 1965, Kohn e Sham'? publicaram
um trabalho onde chamam a ateng¢io de que embora
houvesse muitos trabalhos utilizando o modelo de Thomas-
Fermi, seria importante achar uma forma de utilizar as
propriedades de um gdas homogéneo para estudar sistemas
nao homogéneos.

Busca Restrita de Levy

Levy!*!6 mais tarde, desenvolveu a formulac¢do de
busca restrita da DFT, que fornece uma nova prova do
1° teorema de Hohenberg-Kohn e elimina a limitacdo de
que ndo tenha degenerescéncia no estado fundamental. Levy
mostrou como podemos obter a funcio de onda do estado
fundamental ¥, a partir de p(? ) Certamente existe um
nimero grande de fungdes ¥, que fornecem a densidade
eletrénica p,. A dificuldade estd em saber qual fungdo
¥ corresponde ao estado fundamental que desejamos. O
principio variacional nos garante que

(¥,

Dentre as varias fungdes ¥ possiveis e que geram p,,
temos interesse naquela que minimiza a funcéo <\P% H ‘ v, > ,
onde H =T+ I}eg +v,, . Sabemos que a energia potencial
devido ao campo externo, v,,,, € um funcional da densidade,
[ p, (7)., (F)dF , entdo podemos escrever a equacdo 17,
como

ilw, > > <‘P0 ] ‘I’0> -E, (17)

(2, 7], )41, (7w, (7 = (0, [ 47|, )41, (7w, (F) 7 (18)

Ou seja,

(v, [f 7w, )2 (e, F+7)v,) a9

A equagdo 19 indica que € realizada uma busca restrita
entre todas as funcdes de onda que geram a densidade
eletronica, p, (? ) de forma a encontrar aquela que minimiza
o funcional universal <‘FD T+V, ‘F,,>. Nio h4 necessidade
de fazer referéncia de que p, (7‘ deve ser v-representavel,
pois a procura € restrita as fungdes de onda antissimétricas
W ,,. A existéncia de um minimo na equagdo 19 foi provada
por Lieb em 1982. A formulac@o da busca restrita de Levy
retira a exigéncia de um sistema ndo degenerado e da
necessidade de impor a v-representabilidade da densidade
eletrdnica, o que torna a minimizacdo mais facil de ser
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realizada que a abordagem original de Hohenberg-Kohn
dada pela equagdo 14.

3. Equacoes Kohn-Sham

Kohn e Sham'* mostram que para um gds nao homogéneo
de elétrons interagindo em um potencial estitico v (F ) ,a
energia pode ser escrita da seguinte forma:

(7)p(F

E[P]:G[P]+fve,r,(7)/3(7)d?+%”p|;_F.()drdr’ (20)

Onde G[p] € um funcional universal da densidade que

€ aproximada da seguinte forma:
G[p]=T.[p]+E.[p] @1
T,p] € a energia cinética de um sistema de elétrons
que ndo interagem de densidade p. Para isso os autores
evocam o artigo de Hohenberg e Kohn'' que demonstra que
aenergia cinética € de fato um funcional inico da densidade
eletronica. E, [p] € por definicdo a energia de troca e

correlagdo de um sistema que interagem com densidade p
que pode ser calculada da seguinte forma

E. [p]=1p(F)e. (p)dF (22)

Onde ¢, (p) € a energia de troca e correlagdo por elétron
em um gds de elétrons uniforme de densidade p (?

A partir da equagdo (20) temos que E[p] deve ser
estaciondrio com relag@o a p e sujeito a restri¢do de que
| p(¥)dr = N . O principio variacional requer que o estado
fundamental em relagdo densidade eletrdnica satisfaga a
equacao:

8| E[p]-u(lp(F)dF-N)|=0 23)

onde u é o multiplicador de Lagrange. O segundo termo
desta equagdo garante que a densidade eletronica deve
integrar o nimero de elétrons N.

Entdo temos:

fsp(7) | 2210

ap(r) (F)+ v, (F)+] ’j(;a.) dF —pitdF =0 (24)

e v,. (F) € o potencial de troca e correlagao dado por:

o (1= 2D @)

%.(P) (s,
op(F) op

Kohn e Sham propdem obter a densidade eletronica
resolvendo a equacdo de Schroedinger de uma particula:

{—%V2+v G )}W,( )= e, (7) 26)
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Onde ¢, € a energia do estado eletronico e o potencial
efetivo v,, € definido como:

vy (F)=v,, (F )+J ( )d”+v () 27)

A densidade eletrdnica é, entdo, calculada como
N
p(F)=2lv. (F) (28)
i=1

As equagdes (25) a (28) devem ser resolvidas de
forma auto consistente (Figura 3) e sdo chamadas de
equagdes Kohn-Sham. A partir de p, estima-se v, (F
pela equagdo (25), constréi-se o potencial efetivo v, (F
pela equagdo (27), e calcula-se uma nova p a partir das
equacdes (26) e (28).

1, N =
{—EV + ve,«(r)}tlzi(r) =&y (T)

‘ Doy (F) = Vexe @) + f lq_ﬁ dF + v (7)

Figure 3. Esquema do cdlculo auto consistente utilizando
as equagdes Kohn-Sham. A energia total do sistema pode
ser calculada pela equagdo (29).

E= zgwjj ( )d"d"+fp (7F)[e.[p)-v. (F)|dF (29)

N
P = ) @I

i=1

Surpreendentemente, Kohn e Sham afirmam em seu
artigo que ndo esperam uma descricio precisa da ligagdo
quimica dado a natureza local do funcional de troca e
correlagdo geralmente simplificada a partir das solugdes
de um modelo de gds homogéneo de elétrons. Eles
acreditavam que estas equagdes poderiam fornecer uma
boa representacdo dos efeitos de troca e correlagdo para
metais, ligas e isolantes de pequeno gap de energia. Eles
ainda discutem os efeitos de realizar a expansdo do gradiente
da densidade eletrdnica ou de se utilizar o potencial nio
local do termo de troca do método Hartree-Fock. Observe
que neste dltimo, as equagdes se tornariam uma espécie
de método Hartree-Fock onde se incluiriam os efeitos de
correlacdo por meio da energia de correlagdo eletronica
apenas. Voltaremos a este ponto mais a frente quando
discutirmos sobre a energia de troca e correlagdo. Em uma
outra abordagem poderiamos utilizar na equagdo (21) o
funcional da densidade para a energia cinética, equagao (7).
Neste caso, a generalizacdo do método de Thomas-Fermi-
Dirac seria obtida, como foi sugerida por Lewis,'” incluindo
o termo de correlagdo também.
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4. Interpretando as Equacdes Kohn-Sham

Desde a publicagdo dos dois artigos que estabeleceram
os pilares para o desenvolvimento da teoria do funcional de
densidade (DFT)!"'* moderna, uma série de trabalhos foram
publicados buscando interpretar e compreender diferentes
aspectos da DFT.

Sabemos da conexdo entre a densidade eletronica do
estado fundamental, p,, e a funcio de onda, ¥, porém
precisamos saber como realmente podemos obter ¥,
a partir de um dado p,. Esta questdo ndo € trivial e foi
respondida pelos trabalhos de Levy e Perdew,'* !¢ propondo
aformulag@o da busca restrita de Levy. O problema inverso
é trivial nas palavras de Parr e Yang'® ou seja, tendo o valor
de ¥, calcular p,.

O multiplicador de Lagrange x4 na equacio (20) € o
potencial quimico, x4 do sistema eletronico, definido pela
derivada da energia total em relag@o a densidade eletronica
conforme a equacao (30).

_SE[p] ., 8Fx[p]
#_T_Vex’(r)+7 (30)

O potencial quimico u é o valor negativo da
eletronegatividade, y , e mede a tendéncia do elétron de
escapar do sistema.

SE[p] I+4
= —H ) s 22 31
SR 2 Gb

Vext

I e A s@o o potencial de ionizag@o e afinidade eletronica.
O dltimo termo da equagdo (31) € uma aproximacio no caso
da derivada ser realizada por diferencas finitas.

Na equagdo (31), a derivada € realizada em relagdo ao
nimero de elétrons N, mas poderia ser realizada também em
relagdoa p (F ), como na equagao (30). Desta forma teriamos
apropriedade local em funcfo de ¥. Quando duas moléculas
com potenciais quimicos diferentes se aproximam, ocorre
transferéncia de elétrons e os potenciais quimicos se igualam
formando a ligacdo quimica. Imagine o atomo de litio (Li)
se aproximando do dtomo de fldor (F), a ligacdo quimica
serd formada com a transferéncia de elétrons do Li para o
F, formando o LiF.

Os conceitos de dureza (1) e o seu inverso maciez (1/1)
sdo definidos pela equacio (32).

Sy S5°E
! [5vaw (6]\[2 Jv, ( )

Alguém poderia perguntar por que dois dtomos iguais
como o hidrogénio, por exemplo, se unem para formar
moléculas, se os dois tem 0 mesmo potencial quimico. Isso
ird ocorrer pois embora ndo haja transferéncia de massa
entre os dois sistemas, eles tendem a se unir para maximizar
a dureza. O principio da dureza médxima foi proposto por
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Pearson e formalmente derivada a partir da DFT.' Observe
que, pela equagdo (29), quanto maior a diferengaentre I e A,
maior serd a dureza, ou seja, o sistema molecular € estavel
em relag@o a perda ou ganho de elétrons, semelhante aos
gases nobres.

O principio dos 4cidos e bases duros e macios (HSAB)
também foi derivada formalmente a partir das derivadas do
potencial quimico.* Vdrios outros conceitos de reatividade
quimica sdo derivados a partir da DFT e sugerimos a
leitura do artigo de revisao de Duarte.'? Conceitos como o
da eletroneutralidade, dureza e maciez, fun¢des de Fukui
para ataque nucleofilico ou eletrofilico, principio de dcidos
e bases duros e macios (HSAB) e o principio da dureza
maxima, que outrora eram definidos de forma empirica,
com o advento da DFT foram derivados de forma rigorosa,
respaldando as interpretacdes de fendmenos quimicos
complexos baseadas nestes conceitos.”’ Os indices de
reatividade quimica derivados a partir da DFT ainda
consistem em uma 4area de muita investigacdo e interesse
de pesquisadores.?>2¢

5. Funcionais de Troca e Correlacao da
Densidade Eletrénica

As equagdes de Kohn-Sham fornecem uma forma
apropriada de realizar cdlculos computacionais da DFT,
no entanto, € preciso abordar adequadamente o termo de
troca e correlagdo.

Como foi discutido anteriormente, Dirac’ utilizou a
expressdo da energia de troca e Slater' utilizou o potencial
de troca do método de Hartree-Fock para derivar uma
expressdo analitica do funcional da energia de troca
utilizando o modelo de um gés de elétrons. Ambos chegaram
em uma expressdo semelhante, equacdes (11) e (12), que
podem ser combinadas na equagdo (33).

e 3 3 %
V.. [p]=-C, (p(r))3 onde C, =Ea(;j (33)

O valor de a varia de 2/3 a 1 dependendo se deseja a
formulag@o original de Dirac ou de Slater, respectivamente.

Se desprezarmos o termo de correlag@o eletronica e
utilizarmos apenas a expressdo da equagdo (33), temos
o método Xoa, famoso nos anos de 1950. Kohn e Sham
demostraram que o método Xa., considerado anteriormente
uma aproximacdo do método de Hartree-Fock, € na verdade
uma simplifica¢do da DFT.

Vosko, Wilk e Nusair?”’” em 1980 usaram técnica de
aproximacdo de Padé para interpolar com precisdo os
resultados de Monte Carlo de Ceperley e Alder®® na faixa
de densidades importantes para &tomos, moléculas e metais.
A energia de correlag@o € dada pela expressdo:

E [p]=1p(F)e" [p]dF (34)
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A densidade de energia de correlagao, ECV mw [ p] , envolve
uma equagdo relativamente complexa com logaritmos,
tangentes e outras fungdes transcendentes. Se o leitor tiver
curiosidade sugiro olhar o apéndice “E” do livro de Parr e
Yang'® onde € detalhado de forma clara as equagdes que sao
implementadas nos programas computacionais.

As equacdes Kohn e Sham descreveram a energia cinética
utilizando o operador apropriado aplicado em funcdes de
1 elétron. Os termos relacionados ao potencial externo e
de Coulomb sao funcionais da densidade eletronica e, por
consequéncia, nao hd nenhuma aproximacao a ser realizada.
Os funcionais de troca e correlac@o sdo construidos a partir
de resultados obtidos de forma analitica do modelo de gés
de elétrons. Para cada elemento de volume no espaco real,
¢é estimada a densidade eletronica e, consequentemente, a
contribui¢do da energia de troca e correlacio para aquele
elemento de volume assumindo o modelo de gas homogéneo
de elétrons. Em seguida, é somado as contribui¢des em todo
0 espaco, ou seja, € integrado sobre todo o espaco. Esta
aproximacao € chamada de aproximagao da densidade local
(LDA, do Inglés Local Density Approximation).

Kohn e Sham analisaram em seu artigo de 1965" como
seria a expansdo da densidade de forma a tentar capturar
parte da nao homogeneidade da densidade eletronica em
um sistema molecular. Esta € a forma natural de se tentar
melhorar os funcionais de densidade eletronica.

O desenvolvimento de funcionais de troca e correlagdo
seguem sempre o modelo de gis de elétrons, modelando
o buraco de Fermi e incluindo propriedades do funcional
de troca e correlag@o exatos que sdo obtidos por técnicas
de escalonamento de coordenadas. A aproximagdo do
gradiente generalizado (do Inglés Generalized Gradient
Approximation, GGA) foi proposto por Perdew.?*° Os
funcionais sdo descritos da seguinte forma:

1

3(3)3 N
Ex[p]z—z(—j [p(7)s F(s)dr (35)
T
Onde temos a parte referente ao modelo de gds de
elétrons multiplicado por uma fun¢do F que depende da
varidvel s calculado da seguinte forma:

\%

5= M (36)

2k p

1

E k, € calculado pela equagdo (6), k. = (37r2p)3 . De
forma semelhante € definido também a energia de correlagio
E[p].

O funcional de troca chamado P86*** descreve a fungao
de F(s) da seguinte forma:

1

F(s)=(1+1,2965" +145* +0,25° )15 37

Os coeficientes da equacdo (37) sdo determinados por
ajustes em relacdo a cdlculos e comparados com dados de
referéncia. E importante fazermos esta distingdo, pois a
DFT € uma teoria formalmente exata. No entanto, como os
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funcionais de troca e correlacio sdo aproximados, a DFT

tem dois aspectos a serem considerados:

1) Funcionais de troca e correlagdo podem apresentar
pardmetros que sdo obtidos de forma semiempirica,
neste caso € razoavel afirmar que DFT seja um método
semiempirico. Por outro lado, ha funcionais de troca e
correlacdo puros, onde todos os pardmetros sdo obtidos
a partir das propriedades do funcional exato de troca
e correlacdo. Perdew e Wang®' foram os primeiros a
propor um funcional de troca e correlagdo puro (PWO1).
Mais tarde outros funcionais apareceram, sendo o mais
conhecido aquele proposto por Perdew, Burke e Ernzerhof
(PBE)* Neste caso, a DFT pode ser considerada um
método ab initio ou de primeiros principios.

2) Embora o principio variacional permanega valido ao se
utilizar um funcional de troca e correlacdo aproximado,
a energia total calculada serd sempre um valor mais alto
que o valor obtido com a densidade eletronica exata,
mas ndo necessariamente serd mais alta do que a energia
exata do sistema. Pois ndo hd garantia de que a energia
de troca e correlacdio seja sempre maior que a energia
de troca e correlagdo exata do sistema.

Alguém poderia se perguntar sobre a ideia de Kohn e
Sham de realizar um célculo Hartree-Fock com o termo
de troca exato e adicionar simplesmente a contribui¢do
da energia de correlacdo na forma de um funcional da
densidade. A resposta € que as propostas para os funcionais
de troca e correlacdo sdo ruins, mas o sucesso da DFT
advém do fato de ocorrer um cancelamento de erros entre
os funcionais de troca e correlacio. Grosso modo, os erros
para a energia de troca sio subestimados em torno de 10%
e da energia de correlag@o sdo superestimados em torno de
100%. Como a energia de correlacdo € em média cerca de
10% da energia de troca, hd compensagio de erros.'®

Becke* propds o método B3 para a troca, onde ele
incluiu parte da energia de troca exata no funcional de
troca e correlagdo utilizando uma expressao que contém
3 parametros, equagdo (38). Juntamente com o funcional
de correlagdo devido ao Lee, Yang e Parr,** deu origem a
um dos mais populares funcionais de troca e correlacido
hibrido B3LYP.

E:?LYP :E;gA +a, (E)I(IF fE)’}M)wLaX (E))iss 7E§DA)+aC (Eévp _ Eé.m) (38)

E2" é aenergia de troca e correlagio do modelo LDA
(equacdo 8 e 33), Ey" éaenergia de troca exata do método
de Hartree-Fock, E/" ¢ a energia de correlacio dada pela
expressio proposta por Lee, Yang e Parr,* e E/” é aenergia
de correlacdo na aproximagdo LDA, geralmente utiliza-se
a expressdo dada por Vosko, Wilk e Nusair.”’

A presenga do termo de troca exato no funcional corrige
o comportamento assintético dos funcionais de troca,
melhorando em muito os resultados termodindmicos obtidos
para moléculas organicas. Os pardmetros da equagao (38)
(a,, ay, ac) foram obtidos a partir de cdlculos de moléculas
com métodos ab initio de alto nivel p6s-Hartree-Fock.
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Mais tarde, Adamo e Barone® demonstraram a partir
do modelo de conexdo adiabética que € possivel definir um
funcional hibrido puro (PBEO) com apenas um parametro
com resultados semelhantes ao do B3LYP. A proposta deste
funcional € descrita pela equacao (39).

1
EPPE0 = g5 +Z(Eij —EM) (39)

¢

E)I?F € a energia de troca exata do método de Hartree-
Fock e Ej2" é a energia de troca e correlagio proposta por
Perdew, Burke e Ernzerhof.3®

Outros funcionais de troca e correlacdo sdo propostos
frequentemente na literatura. Infelizmente, muitos deles sdo
altamente parametrizados, o que torna a DFT muito mais
semelhante a um método semiempirico. Geralmente estes
funcionais de XC apresentam performance para a estimativa
de propriedades especificas. Por isso, ao utilizar um destes
funcionais altamente parametrizados é sempre importante
realizar benchmark para o sistema em estudo.

Uma outra familia de funcionais de troca e correlagdo
levam em seu formalismo o laplaciano de densidade
eletrdnica, V*p. A proposta € incluir parte da energia cinética
que ndo € corretamente descrita pelas equagdes Kohn-Sham
dentro do funcional de troca e correlagdo. Estes funcionais
sdo chamados de meta-GGA. O laplaciano da densidade
é obtido de forma numérica a partir do gradiente obtido
também de forma numérica da densidade eletronica. Ou seja,
adensidade eletronica € avaliada em um conjunto de pontos
do espago e o gradiente e o laplaciano devem ser obtidos
por diferencas finitas. O espacamento desta malha de pontos
deve ser pequeno o suficiente para garantir estabilidade
numérica e precisao dos cdlculos, além de aumentar o custo
computacional.

O exercicio mental de incluir no funcional de XC,
graus crescentes de ndo-localidade da interacdo eletronica
levou Perdew?” a propor a chamada escada de Jacob. Na
base dessa escada temos o método de Hartree-Fock, onde a
correlag@o ndo € considerada. Acima, temos os funcionais
locais (LDA), seguidos pelos funcionais que incorporam
gradientes (GGA), seguidos pelos funcionais meta-GGAs.
Em seguida aparecem os funcionais hibridos e os funcionais
duplamente hibridos que incorporam correlagio ao nivel de
perturbacdo de segunda ordem de Moller-Plesset (MP2)¥
No topo, temos os métodos de muitos corpos totalmente
correlacionados que utilizam todos os orbitais Kohn-Sham
ocupados e virtuais. Assim, ao subir a escada, o usudrio
acende até o “céu”, aumentando a precisdo dos cdlculos,
embora a um custo computacional crescente.

6. Combinacao Linear de Orbitais Atémicos:
Teoria do Funcional de Densidade

As equacdes Kohn-Sham sdo semelhantes as do método
de Hartree-Fock. Por isso, todo o maquinario desenvolvido

860

para realizar cdlculos Hartree-Fock pode ser facilmente
adaptado para realizar cdlculos DFT. Vamos nos ater aqui
ao método devido a Roothaan® no qual as func¢des de onda
de 1 elétron, y,, sdo expandidos em um conjunto de funcdes
de base, ¢,, centrados nos dtomos u’s. Para a descri¢do
detalhada do método de Hartree-Fock sugerimos o livro de
Szabo e Ostlund* e do livro de Morgon e Coutinho®

ll/i = zci/,l¢y (40)
m
As equagdes de Kohn Sham serdo entdo resolvidas de
forma matricial da seguinte forma:
FC = ESC (41)

Onde:

£ =160 v e, 1 2 ) e @)

r—r

S, =1¢. (F)¢, (F)dr (43)

E, é a energia das fungdes y; de 1 elétron, que sdo
chamados, neste contexto, de orbitais moleculares.

As integrais da equacdo (42) em relacio aos termos da
energia cinética, do potencial externo e de Coulomb sdo
geralmente obtidos de forma analitica se o conjunto de base
{¢,} for descrito por fun¢des gaussianas.

Xc,, =19, (F)v.. (F)e, (F)dr (44)

No entanto, o termo de troca e correlacio ndo pode ser
calculado de forma analitica, pois a forma do potencial e
a energia de troca e correlagdo sdo funcdes da densidade
eletronica por demais complicadas para serem analiticamente
resolvidas. Técnicas sofisticadas de integracdo numeérica
foram desenvolvidas para a realizacdo de célculos DFT.
Para a integracdo angular ao redor dos dtomos, o esquema
de Becke?*! se destaca por sua eficiéncia computacional e por
fornecer uma particao natural da molécula. A integragdo da
parte radial pode ser numericamente aproximada por esquema
de quadratura, para gerar um conjunto de abscissas em um
determinado intervalo. Geralmente a quadratura de Gauss-
Chebyshev de segundo tipo** € a mais utilizada. A integracao
angular e radial € realizada nos programas modernos de
uma forma adaptativa, ou seja, a malha de pontos molecular
é gerada e adaptada de acordo com uma tolerancia para a
qualidade da integragdo numérica.** Pequenas variagoes
de implementagdo podem ocorrer em funcdo do programa
utilizado e da estratégia de programagao utilizada. No entanto
o leitor deve estar atento que esta integrago numeérica acarreta
consequéncia para o tempo de célculo e ruido nos valores
estimados durante o processo de convergéncia SCF.

Na Tabela 2, a energia total eletronica para os dtomos
da 1% e 2* linhas da tabela periédica foram calculadas com
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diferentes funcionais de troca e correlacdo. A energia
eletrdnica experimental € calculada como a soma das
energias de ionizacdo até ficar apenas o nicleo. No caso
do atomo de hidrogénio, a equagdo de Schroedinger pode
ser resolvida de forma analitica e o valor € exatamente
0,5 Hartree (13,606 eV). Devemos lembrar que ndo ha
energia de troca e nem de correlacdo por ter-se apenas
1 elétron. Na aproximacdo LDA, o funcional de troca
é expresso pela equacdo (8) (Slater) e o funcional de
correlagdo baseado no modelo de um gdas homogéneo
é geralmente utilizado a aproximacgdo do Vosko, Wilk e
Nusair,” geralmente chamado de VWN. Observa-se que
aqui encontramos uma das principais fragilidades do método
DFT: o problema da autointeraco, pois como estes termos
sdo avaliados pela densidade, mesmo que a densidade p seja
constituida de apenas 1 elétron, o valor serd diferente de
zero. No método SVWN (Slater/VWN) os termos de troca
e correlacdo ndo se cancelam. Além disso, mesmo o termo
de Coulomb presente na equagdo (34) nio é cancelado.
Lembre-se de que, no método de Hartree-Fock, o termo de
Coulomb € exatamente cancelado pelo termo de troca para
elétrons com o mesmo spin, o que contribui para a obtengao
de resultados energeticamente mais precisos para o0 4&tomo
de hidrogénio.

A figura 4 mostra o erro em relacao ao valor experimental
para os diferentes funcionais de troca e correlacdo. Os
funcionais PW91 e PBE fornecem resultados mais proximos
dos valores experimentais, embora ainda mais negativos.
Vale destacar que, na DFT, o principio variacional nio
garante que a energia obtida serd sempre maior do que o
valor exato, mas sim maior do que a energia correspondente
a densidade eletronica exata. O funcional PBEO que inclui
parte do termo de troca exato do método de HF fornece
resultados semelhantes para o caso dos dtomos. De um
modo geral, os métodos GGAs (PW91 e PBE) sdo avangos
importantes em relaciio aos métodos locais (X e SVWN).
O método PBEO nao apresenta valores consideravelmente
melhores que os do GGA. Isso vai depender do sistema e
o tipo de propriedade que deseja estimar. Para &tomos com
mais elétrons, o método de Hartree-Fock se distancia dos

valores experimentais como esperado, pois a energia de
correlagdo passa a ser muito importante. No entanto, os
funcionais de troca e correlacio GGAs fornecem resultados
bem melhores do que os métodos LDA e HF. Para o Ne, o
erro médio de 0,06% para o funcional de XC PBEO deve ser
comparado com o erro de 0,3% do HF e 0,6% do método
LDA. Este erro é ainda menor se analisarmos valores de
reacdes quimicas, pois os erros tendem a se cancelar.

35
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Figura 4. Erro (em eV) da energia total calculada por diferentes

funcionais de troca e correlac@o utilizando o conjunto de fungdes de
base DZVP em relagdo ao valor experimental

7. Consideracoes Finais

Apresentamos aqui os fundamentos da DFT, permitindo
ao leitor fazer uma imersao na vasta literatura disponivel sobre
a teoria e suas extensdes. Em seu aspecto formal, a teoria
de funcional de densidade aproxima os resultados oriundos
da solugdo da equagdo de Schroedinger de importantes
conceitos relacionados a reatividade quimica. Ressaltamos
que conceitos empiricos como eletronegatividade, dureza
e maciez, principio acidos e bases duros e macios e o
principio da eletroneutralidade sdo definidos de forma
rigorosa. Os conceitos de reatividade quimica como ataques
nucleofilicos, eletrofilicos e radicalar também sio definidos
a partir das fungdes de Fukui para a DFT.

Tabela 2. Comparacao da energia eletronica total (em eV) calculada por diferentes funcionais de troca e correlacdo utilizando

o conjunto de fungdes de base DZVP

At. Exp* HF Xa SVWN PWI1 PBE PBEO

H -13,606 -13,601 -12,427 -13,016 -13,637 -13,595 -13,634

He -79,022 77,822 -74,043 -77,078 -78,848 -78,657 78,725

Li -203,487 -202,253 -195,738 -199,835 -203,375 -203,049 -203,189
Be -399,109 -396,540 -386,991 -393,088 -398,546 -398,055 -398,252
B -670,870 -667,559 -654,855 -662,704 -670,350 -669,675 -669,898
C -1029,815 -1025,664 -1009,829 -1019,539 -1029,383 -1028,481 -1028,737
N -1485,470 -1480,374 -1461,392 -1473,030 -1485,059 -1483,895 -1484,213
(6] -2042,677 -2035,837 -2013,467 -2027,944 -2042,576 -2041,117 -2041,360
F -2713,819 -2705,133 -2679,500 -2696,850 -2713,933 -2712,135 -2712,327
Ne -3508,554 -3497,792 -3468,927 -3489,154 -3508,569 -3506,396 -3506,580
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A DFT ¢ estendida para o formalismo dependente
do tempo, permitindo simular espectros eletronicos e
investigar estados excitados. As equagdes de Casida® estao
implementadas em diferentes pacotes computacionais e
permitem investigar processos de transferéncia de elétrons,
espectros UV-Vis e reacdes no estado excitado. Método para
estimar os espectros de Ressondncia Magnética Nuclear
(RMN) e de Ressonancia Paramagnética Eletronica (EPR)
foram desenvolvidos e implementados em diferentes
programas computacionais.

Como o leitor pode perceber, o desenvolvimento da
DFT é€ realizado por meio de um esforgo herctileo de muitos
pesquisadores que se debrugam em cada detalhe da teoria,
dando o embasamento, os fundamentos e a solidez que se
apresenta a DFT atualmente. A sua implementacdo em pacotes
computacionais também € um trabalho importante de muitos
pesquisadores. Integrais analiticas para cada um dos termos
das equagdes Kohn e Sham, levando-se em conta o momento
angular (orbitais do tipo s, p, d e f) é um feito enorme. A
estratégia de se expandir as funcdes de 1 elétron como
conjuntos contraidos de gaussianas, ou funcdes de Slater,
fungdes numéricas ou de ondas planas requer um minucioso
estudo que compatibilize estratégia de programacgao
com a arquitetura computacional e de paralelizagdo.*
Estas ferramentas estdo disponibilizadas em pacotes
computacionais que devem ser utilizados com parcimonia.

Os métodos numéricos sdo robustos e todo modelo
quimico utilizado para realizar cdlculos resultard em
dados que nem sempre terdo sentido quimico. Cabera
ao cientista especializado em quimica computacional
transitar entre o modelo quimico, a teoria utilizada, o
método computacional e a andlise dos resultados para suas
conclusdes se tornem avangos cientificos importantes.
O que distingue um pesquisador na drea computacional
e um usudrio de programas € a sua capacidade de obter
resultados relevantes a partir da utilizag@o da teoria de forma
consciente, utilizando as ferramentas adequadas e com um
conhecimento quimico aprofundado.
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